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PRÉFACE. 

Les  théories  mathématiques  offrent , en  général , les  éiémcns 
de  la  langue  scientifique,  ou  les  définitions , les  solutions  d'un 
certain  nombre  de  questions  ou  problèmes , et  des  propositions 
qu’on  déduit  de  ces  solutions , comme  conséquences , ou  dont 
on  cherche  immédiatement  les  démonstrations  ; ce  qui  fournit 
une  suite  de  résultats  séparés  entre  eux  par  les  raisonnemens  et 
les  calculs  propres  à en  établir  la  liaison  et  à en  démontrer  la 
vérité. 

Je  me  suis  proposé,  dans  l’ouvrage  suivant,  de  donner  un 
tableau  méthodique  de  ces  résultats , dégagé  de  la  partie  des  dé- 
monstrations et  des  calculs  intermédiaires,  qui  n’est  d'une  nécessité 
absolue  que  pour  les  premières  études , en  me  bornant  à faire 
connaître  l’esprit  des  méthodes,  à indiquer  les  principaux  anneaux 
ou  la  trace  de  la  chaîne  qui  lie  les  propositions  entre  elles , en 
facilitant  enfin  au  lecteur  , autant  qu’il  m’a  été  possible , les 
moyens  de  bien  saisir  l’ensemble  et  la  correspondance  des  diverses, 
parties  de  la  science , sans  fatiguer  son  attention  et  sans  charger 
sa  mémoire  de  ce  qui  n’est  pas  rigoureusement  nécessaire  pour 
parvenir  à ce  but. 

Ce  traité  contient  ainsi  ce  qu’on  peut  appeler  la  partie  philo- 
sophique de  la  mécanique  ; et  c’est  ce  qui  m’a  décidé  dans  le 
choix  du  titre  que  je  lui  ai  donné,  à l’exemple  de  Fourcroy, 
qui  a appelé  Philosophie  chimique , un  livre  où  il  s’est  proposé,  pour 
la  chimie  , un  objet  semblable  à celui  que  j’ai  voulu  remplir  pour 
la  mécanique. 
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La  Mécanique  philosophique  est  composée,  en  très-grande 
partie,  sur  les  cahiers  de  mes  leçons , et  d’après  les  matériaux  que  j’ai 
rassemblés  depuis  cinq  ans  que  je  suis  professeur  à l’École  poly- 
technique ; en  sorte  que  la  rédaction  détaillée  a toujours  précédé 
la  rédaction  synoptique  et  lui  a servi  de  base.  J ’ai  été  à portée 
de  connaître  , en  comparant  les  peines  que  m’ont  données  l’une 
et  l’autre  de  ces  rédactions,  combien  il  est  difficile  d'abréger, 
et  combien , au  lieu  d’un  tableau  raisonné , il  m’eût  été  plus 
commode  de  donner  un  cours  complet. 

Aïais  les  obstacles  ne  m’ont  point  découragé  , et  j’ai  voulu 
achever  un  travail  que  je  croyais  devoir  être  utile,  qui  manquait 
à la  mécanique , et  qui  présente  un  nouveau  plan  d’exposition , 
qu’on  peut  appliquer  avantageusement  aux  autres  parties  des 
mathématiques. 

En  effet , les  géomètres , qui  dans  le  cours  de  leurs  recherches 
ont  souvent  besoin  de  se  rappeler  des  résultats  et  même  des 
méthodes  dont  le  souvenir  ne  leur  est  pas  bien  présent,  se  ser- 
viront utilement  d’un  tableau  raisonné  de  la  science , d’où  l’on 
à élagué  tout  ce  qui  est  inutile  à l’objet  qu’ils  ont  en  vue.  Les 
instituteurs  n’en  tireront  pas  un  parti  moins  avantageux  ; l’expé- 
rience a appris  qu’ils  doivent  éviter  et  de  mettre  dans  les  mains 
de  leurs  élèves  des  leçons  manuscrites  ou  imprimées  qui  en 
contiennent  tous  les  détails  et  ne  laissent  rien  à faire  à la  mémoire 
et  à la  réflexion  , et  de  tomber  dans  l’excès  contraire  en  se 
contentant  d’une  exposition  orale  : un  livre  comme  celui  que  je 
publie  , tient  le  milieu  entre  ces  deux  extrêmes  ; il  fournit  à 
l’étudiant  le  moyen  de  mettre  ensemble  , de  coordonner  les 
diverses  parties  de  la  leçon  qu’il  a entendue  ( cet  ensemble  est 
ordinairement  ce  qui  offre  aux  commençans  les  plus  grandes 
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difficultés  ) , sans  le  dispenser  de  répéter  les  démonstrations  et 
de  refaire  les  calculs  du  professeur. 

Voici  la  forme  que  j’ai  adoptée  dans  la  composition  de  ce 
tableau , et  qui  m'a  paru  la  plus  propre  à en  rendre  l’usage  facile 
et  fructueux.  Chaque  page  de  numéro  pair  ou  chaque  verso  d’un 
feuillet  contient  les  formules , les  définitions , et  le  surplus  du 
discours  composant  le  texte  ; la  page  de  numéro  impair,  qui  forme 
le  recto  du  feuillet  suivant , et  se  trouve  en  regard  avec  la  précé- 
dente , est  divisée  en  quatre  colonnes  , dont  la  première  donne 
la  signification  des  lettres  qui  entrent  dans  les  formules , la  se- 
conde l’indication  des  choses  définies  dans  le  texte , la  troisième 
et  la  quatrième  les  énoncés  des  théorèmes  et  des  problèmes  qui 
se  déduisent  de  ce  qui  est  dit  dans  le  texte,  ou  dont  les  formules 
donnent  la  solution.  Les  articles  contenus  dans  chacune  de  ces 
trois  dernières  colonnes , ont  des  numéros  qui  se  suivent  d’un 
bout  à l’autre  de  l'ouvrage  ; tous  les  numéros  sont  placés  vis- 
à-vis  l’endroit  du  texte  auquel  ils  se  rapportent , et  le  texte  est 
lui -même  divisé  en  articles  numérotés. 

Le  classement  général  des  matières  offre  cinq  divisions  ou  parties  : 
voici  l’indication  sommaire  de  ce  que  chaque  partie  contient. 

Première  Partie.  Notions  préliminaires,  où  j’ai  rassemblé, 
sous  un  seul  point  de  vue , les  vérités  qui  servent  de  fondement 
à toutes  les  théories  mécaniques.  J’expose  d’abord  les  rapports 
naturels  qui  lient  la  science  de  l’équilibre  et  du  mouvement  à 
d’autres  sciences , dont  elle  emprunte  certaines  idées  abstraites 
qu’on  peut  regarder  comme  les  matériaux  primitifs  qu’elle  emploie 
et  dont  je  présente  le  tableau  méthodique.  Le  lecteur  connaît 
ainsi  le  rang  qu’occupe  la  mécanique  dans  le  système  de  nos 

a ii 


Digitized  by  Google 


IV 


PRÉFACE. 

connaissances , et  aperçoit  la  route  qui  conduit  des  premiers 
résultats  du  sentiment  aux  conceptions  les  plus  élevées  qui  ont 
l’équilibre  ou  le  mouvement  pour  objet. 

Je  fais  voir  ensuite  comment,  tant  la  langue  scientifique  que 
les  théories  fondamentales , résultent  de  l’emploi  et  des  diverses 
combinaisons  des  matériaux  primitifs  dont  je  viens  de  parler;  au 
moyen  de  quoi  cette  première  partie  contient  tout  ce  qui  est 
nécessaire  pour  que  les  quatre  autres  n’en  soient  que  des  consé- 
quences, des  développcmens  ou  des  applications. 

Seconde  Partie.  Mécanique  des  corps  solides,  contenant  la 
statique  et  la  dynamique.  Les  principes  posés  dans  la  première  , 
servent  dans  celle-ci  à trouver  les  conditions  de  l’équilibre  et 
les  phénomènes  du  mouvement  d’un  corps  ou  d’un  système  de 
corps.  J’ai  principalement  eu  en  vue  les  systèmes  de  forme  inva- 
riable , quoique  j’y  aie  donné  les  formules  relatives  à l’équilibre 
du  polygone  et  de  la  courbe  funiculaire  , et  à celui  d’une  suite 
de  points  matériels  juxtaposés.  Les  recherches  qui  embrassent  de  la 
manière  la  plus  générale  l’équilibre  et  le  mouvement  d’un  système 
de  forme  variable  , trouveront  leur  place  dans  la  cinquième 
partie. 

Troisième  Partie.  Mécanique  des  corps  fluides,  comprenant 
l’ hydrostatique  et  l’ hydrodynamique.  Cette  partie  est  très -étendue. 
J’y  ai  rassemblé  et  disposé  méthodiquement  tout  ce  qu’il  est 
important  de  connaître , et  même , à peu  de  chose  près , tout 
ce  qu’on  connaît  de  certain  sur  la  mécanique  des  fluides.  Le 
lecteur  remarquera  que  je  ne  me  suis  point  borné  à une  expo- 
sition synoptique,  dans  un  très -grand  nombre  d’articles  de  la 
première  et  sur -tout  de  la  seconde  section  de  cette  quatrième 
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partie  ; j’y  ai  donné  des  déveiopperaens  presque  aussi  étendus 
que  ceux  qu’on  trouve  dans  les  traités  ordinaires;  et,  pour  le 
dire  en  passant,  mon  livre  offre  le  même  avantage  par- tout  où 
la  difficulté  des  matières  et  la  clarté  l’ont  exigé. 

La  quatrième  Partie  est  entièrement  consacrée  à des  objets 
de  pratique  et  d’utilité  usuelle;  elle  renferme  l’application  de  la 
théorie  à l’action  des  moteurs , à l’équilibre  et  au  mouvement 
des  machines , en  faisant  entrer  en  considération  les  circons- 
tances physiques  qui  influent  sur  leur  jeu  et  leur  produit,  telles 
que  l’adhésion  , le  frottement  , la  raideur  des  chaînes  et  des 
cordes,  &c.  J’ai  voulu  offrir  aux  artistes  qui  n’ont  qu’une  mé- 
diocre connaissance  de  l’analyse  mathématique  et  de  la  méca- 
nique , et  aux  ingénieurs , une  suite  de  règles  et  de  formules  , 
pour  leur  servir  daus  tous  les  cas  où  ils  auront  à employer  ou 
à juger  un  mécanisme  quelconque , et  en  général  à appliquer  la 
mécanique  aux  besoins  de  la  société. 

La  cinquième  Partie  renferme  ce  qu’on  peut  appeler  la  méca- 
nique transcendance  : elle  est  particulièrement  consacrée  à faire 
voir  comment  on  déduit  des  premiers  principes  de  la  science  , 
certaines  propositions  générales  applicables  à toutes  les  questions 
d’équilibre  et  de  mouvement , et  à en  présenter  les  principales 
conséquences.  Ces  propositions  sont  connues  sous  les  noms  de 
Principe  des  vitesses  virtuelles  ; — Principe  général  du  mouvement  (attribué 
à d’Alembert)  ; — Conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
ou  d inertie  ; — Conservation  des  aires  ; — Conservation  des  forces  vives ; 
• — Principe  de  la  moindre  action  ; elles  sont  rappellées  ( les  deux 
premières  sur -tout)  dans  un  grand  nombre  d’articles  des  quatre 
premières  panics  de  l’ouvrage , où  j’ai  fait  voir  leur  liaison  avec 


Digitized  by  Google 


v)  PRÉFACE, 

les  principales  questions  de  la  mécanique  : mais  il  restait  à en 
faire  le  rapprochement  et  à les  appliquer  à plusieurs  problèmes 
importans  et  difficiles,  tant  d’équilibre  que  de  mouvement,  que 
j’avais  réservés  pour  cette  cinquième  et  dernière  partie. 

Tel  est  le  plan  de  mon  ouvrage.  Si  le  public  en  retire  quelque 
utilité,  c’est  à l’établissement  de  l’École  polytechnique  qu’il  en 
sera  redevable: et  j’ai  lieu  d’espérer  que  d’autres  ouvrages,  publiés 
successivement  par  les  professeurs  mes  confrères , le  mettront  à 
portée  de  connaître  et  de  juger  tout  l’ensemble  de  l’instruction 
de  cette  célèbre  école  *.  L’expérience  de  plusieurs  années 
d’enseignement  m’a  été  fort  utile  pour  faire  une  classification 
méthodique  des  matières  , dans  laquelle  les  objets  fondamen- 
taux fussent  réduits  au  plus  petit  nombre  possible , placés  de 
manière  à n’ètre  pas  noyés  dans  les  détails,  et  à attirer  l’attention 
principale.  Je  me  suis  aussi  soigneusement  attaché  à éviter  l’incon- 
vénient , malheureusement  trop  ordinaire  , d’employer  dans  le 
développement  de  certaines  parties  de  la  science , des  notions  ou 
des  considérations  qui  appartiennent  aux  parties  plus  avancées. 
Je  crois  qu'en  général  les  parties  de  mon  livre  qui  traitent  de 
l’équilibre,  paraîtront  neuves  à bien  des  égards  : les  autres  parties 
offriront  aussi  plusieurs  choses  qui , si  je  ne  me  trompe , sont 
nouvelles,  ou  en  elles-mêmes,  ou  par  la  manière  dont  elles  sont 
présentées  : c’est  au  public  à en  juger;  et  quels  que  soient  le  mé- 
rite et  le  succès  de  la  Mécanique  philosophique , le  fruit  de  mes 


4 Le  C.'“  B ARRUEL , qui  a été  professeur  de  physique  à l’École  polytechnique, 
et  qui  en  est  l’un  des  examinateurs,  a déjà  rempli  cette  tâche,  pour  ce  qui  le 
concerne,  en  publiant  un  ouvrage  très -intéressant,  intitulé  la  Physique  réduite 
en  tableaux  raisonnés. 
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peines  ne  sera  pas  perdu,  si  la  méthode  d’exposition  que  j’y  ai 
suivie  est  jugée  susceptible  d’une  application  utile. 

Les  principaux  ouvrages  qui  m’ont  fourni  les  matériaux  du 
mien,  sont  ceux  d’EuLER,  que  j’ai  principalement  mis  à contri- 
bution dans  les  articles  relatifs  au  mouvement  des  corps  solides 
et  fluides  ; la  Mécanique  analytique  de  Lagrange  et  la  Mécanique 
céleste  de  Laplace  , qui  m’ont  été  extrêmement  utiles  pour  la 
composition  de  la  cinquième  partie  ; enfin , l 'Hydrodynamique 
de  Bossut,  et  les  Mémoires  de  Coulomb  sur  les  machines  et 
les  moteurs,  dont  j’ai  tiré  plusieurs  articles  des  troisième  et  qua- 
trième parties. 
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PHILOSOPHIQUE. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

I . L E s sciences  sont  un  des  bienfaits  de  ia  civilisation  , qui  a conduit 
les  hommes  à l’invention  de  signes  visibles  et  durables  pour  représenter 
et  transmettre  leurs  idées  , et  qui  laissant  une  partie  d’entre  eux  libres 
des  soins  qui  tiennent  immédiatement  à l’existence  et  à la  conservation , 
leur  permet  de  se  livrer  entièrement  aux  exercices  de  l’esprit.  Sous  ce 
dernier  point  de  vue , les  sciences  sont  un  des  fruits  les  plus  précieux 
de  cette  admirable  division  des  travaux  et  des  devoirs , qui , dans  une 
société  bien  ordonnée , fait  concourir  une  multitude  d’efTorts  vers  un 
but  commun  , et  assure  à ceux  qui  embrassent  une  partie  de  ce  qu’il 
faut  exécuter  ou  concevoir  pour  le  bien  général , la  jouissance,  pro- 
portionnée à leurs  besoins  , de  ce  que  les  autres  conçoivent  ou 
exécutent. 

Mais  tous  les  membres  du  corps  social  , appelés  à ces  échanges 
réciproques  des  produits  de  leurs  facultés , y apportent  des  degrés 
très-différens  de  puissances  intellectuelles  et  organiques;  et  il  est  même 
nécessaire  que  ces  nuances  existent  pour  le  maintien  et  l’harmonie  de 
la  société. 

Le  plus  grand  nombre  des  individus  , d’après  les  circonstances  qui 
ont  concouru  à leur  éducation  ou  établi  leur  système  d’habitudes,  n’ont 
pu  ajouter  à ce  que  le  sentiment  et  les  premiers  besoins  donneraient 
à l’homme  appelé  improprement  homme  de  ta  nature  * , que  les 


* L’eut  que  quelques  philosophes  ont  appelé  état  dt  nature,  ne  doit  être  considéré  que 
comme  une  manière  purement  idéale  d’envisager  l’homme  en  faisant  abstraction  de  toutes  ses 
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développemens  indispensables  pour  rendre  possibles  et  établir  certaines 
relations  entre  eux  et  une  partie  de  leurs  concitoyens.  Cet  état  de 
l’entendement  constitue  ce  qu’on  peut  appeler  l’ intelligence  moyenne,  dont 
l’état  varie  dans  différens  âges  et  chez  différens  peuples. 

Quelques-uns,  favorisés  par  des  circonstances  et  mus  par  des  im- 
pulsions particulières , se  sont  rendus  aptes  à des  conceptions  et  des 
travaux  d’un  ordre  plus  élevé  que  ceux  dont  les  hommes  ordinaires  sont 
capables , et  qui , quoique  liés  aux  besoins  et  au  bonheur  communs , y 
tiennent  par  des  chaînes  dont  les  anneaux  sont  plus  ou  moins  nombreux. 
Chez  eux  \' intelligence  moyenne , perfectionnée  et  enrichie  par  l 'étude , 
est  devenue  philosophie.  Le  passage  de  l’une  à l’autre  ne  peut  jamais 
offrir  aucune  solution  de  continuité' ; et  parmi  les  sciences  dont  la  philo- 
sophie se  compose , les  unes  touchent  à ['intelligence  moyenne  , d’autres 
sont  contiguës  à celles-ci;  et  ainsi  se  forment  tous  les  échelons  par 
lesquels  on  s’élève  successivement  depuis  le  sentiment  jusqu’aux  con- 
ceptions les  plus  abstraites. 

Dans  cet  ordre  de  génération,  une  science  quelconque  a toujours  pour 
bases  ou  matériaux  primitifs  un  certain  nombre  de  notions  abstraites  ou 
idées  générales  qu’elle  emprunte  ou  de  l 'intelligence  moyenne  , ou  des 
sciences  intermédiaires.  Les  opérations  de  l’entendement  dont  ces  idées 
sont  le  résultat , doivent  avoir  été  faites  d’avance  chez  ceux  qui  veulent 
se  livrer  à l’étude  de  celte  science  ; et  ils  y consacreraient  inutilement 
leur  temps  et  leurs  peines , sans  l’ aptitude  que  cette  préparation  préli- 
minaire donne  à leur  esprit. 

2.  Ainsi,  dans  la  science  de  l’équilibre  et  du  mouvement  dont 
nous  allons  nous  occuper  , la  première  connaissance  à donner  à l’élève 
se  réduit  à lui  faire  une  récapitulation  méthodique  de  celles  des  idées 
abstraites  auxquelles  les  exercices  antérieurs  de  son  esprit  l’ont  déjà 


facultés  autres  que  celles  qui  tiennent  à la  conservation  et  à la  reproduction  : et  en  effet , 
sous  quelque  point  de  vue  qu’on  l’envisage,  on  ne  peut  douter,  après  une  analyse  fidèle  et 
impartiale,  que  l'état  de  société  ne  soit  son  état  naturel. 
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conduit , qu’il  doit  séparer  des  autres  pour  les  considérer  sous  un  point 
de  vue  nouveau  et  particulier  , et  en  composer  diverses  agrégations 
représentées  par  des  signes  qui  forment  les  éléinens  de  la  langue  scien- 
tifique. D’après  cela , le  texte  de  la  première  leçon  de  l’instituteur  se 
trouve  dans  le  tableau  suivant , où  ces  idées  abstraites  ou  matériaux 
primitifs  sont  compris  et  classés  : 


La  Mécanique 
considère  en 
générai.. . , 


le  temps  ; 

la  force  ou  puissance , envisagée 
quant  à ses  effets; 

et  les  propriétés  des  corps . . . 


géométriques...!  ^,en^ue’ 

( figure. 

! masse. 

impénétrabilité. 

1 i-  , 

mobilité. 

inertie. 


Les  deux  premiers  élémens  sont  empruntés  de  la  métaphysique  ou' 
idéologie , qui  elle-même  les  a déduits  des  premiers  produits  du  sen- 
timent; les  six  autres  sont  tirés  de  la  géométrie  et  de  la  physique , qui 
les  tiennent  immédiatement  de  la  métaphysique. 


Au  surplus , l’élève  a pu  , en  partant  des  qualités  sensibles  des  corps , 
arriver  par  une  infinité  de  chemins  à ces  idées  générales  : on  va  lui  faire 
suivre  la  route  inverse , mais  en  l’assujettissant  à une  marche  systématique 
qui  caractérise  la  science  dont  il  s’occupe , et  dirige  ses  nouvelles  médi- 
tations vers  des  recherches  applicables  aux  agrémens  ou  aux  besoins  de 
la  société.  Dans  cette  seconde  époque , l’art  et  la  méthode  viennent 
s’emparer  de  l’entendement , et  élaborer , pour  un  but  déterminé , des 
matériaux  que  la  nature,  les  circonstances,  et  tout  ce  qu’on  peut  appeler 
l’éducation  antérieure , y avaient  rassemblés. 


3.  Pour  commencer  l’emploi  des  matériaux  primitifs  par  les  rappro- 
chemens  les  plus  faciles  à saisir  , combinons  d’abord  ensemble  la  mobilité 
et  le  temps , et  occupons-nous  des  questions  relatives  au  mouvement  isolé 
d’un  point,  abstraction  faite  des  causes  qui  produisent  ce  mouvement, 

♦A  i 
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et  même  en  ne  considérant  dans  la  ligne  parcourue  que  la  longueur 
de  cette  ligne , sans  aucun  égard  à sa  courbure. 

4.  Nous  avons  donc  uniquement  à considérer,  dans  ce  début,  les 
espaces  parcourus  et  les  temps  qui  leur  correspondent  , ou  à comparer 
des  nombres  abstraits  qui  sont  les  rapports  respectifs  entre  les  unités 
d’espace  et  de  temps  et  differentes  collections  de  ces  unités.  On  est  dans 
l’usage  , pour  abréger  l’énonciation  , de  nommer  ces  rapports  , rapports 
entre  les  espaces  parcourus  et  Us  temps. 

Les  diverses  lois  dont  les  variations  de  ces  rapports  sont  susceptibles , 
produisent  une  infinité  d’espèces  de  mouvement , et  chaque  espèce  est 
définie  par  une  équation  dans  laquelle  l’espace  parcouru  est  exprimé  par 
une  certaine  fonction  du  temps  et  de  constantes  , et  réciproquement. 

y Toutes  les  espèces  de  mouvement  sont  comprises  dans  deux 
classes  générales  ; savoir  : 

ï.°  Mouvement  uniforme  ; 
i.°  Mouvement  varie’. 

6.  Le  mouvement  uniforme  est  celui  dans  lequel  le  temps,  croissant 
par  intervalles  égaux , les  espaces  parcourus  correspondans  croissent  aussi 
par  intervalles  égaux , c’est-à-dire , dans  lequel  les  différences  premières  de 
l’une  et  l’autre  variable  sont  constantes.  Son  équation  la  plus  générale  est 

e = E -+~  Vt. 

équation  qui , traduite  en  lignes , appartient  à la  ligne  droite.  E indique 
la  distance  de  l’origine  des  espaces  à laquelle  se  trouve  le  mobile  lorsqu’on 
compte  zéro  de  temps  ou  lorsque  t z=  o , et  K est  le  nombre  d’unités 
d’espace  parcourues  pendant  chaque  unité  de  temps. 

ej.  Le  coefficient  V,  qui  peut  être  considéré  comme  la  quantité 
caractéristique  du  mouvement  uniforme  auquel  il  appartient,  est  ce  qu’on 

e £ 

appelle  la  vitesse  t qui  a en  général pour  valeur,  e — E est 

l’espace  parcouru  pendant  le  temps  t. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

t. 

Du  sens  qu’il 
faut  attribuer  à. 

. 1 

cette  expression: 
Rapport  entre  les 
espaces  parcourus 
et  les  temps. 

t =s  le  temps. 
t — I»  distance  du  mo- 
bile à l'origine  des  espaces , 
au  bout  de  temps  t. 

E et  V sont  deux  cocffi- 
ciens  constant. 

2, 

Du  mouvement 
uniforme. 

• 

1. 

Trouver  l'équation  du 
mouvement  uniforme. 

2. 

Construire  cette  équa- 
tion. 

t — E — l’espace  par- 
couru pendant  le  temps  t. 

3- 

De  la  vitesse. 

I . 

Lorsqu’un  mobile  se 
meut  d'un  mouvement 
uniforme  , les  espaces 
qu'il  parcourt  sont  pro- 
portionnels aux  temps 
employés  à les  parcourir, 
et  la  vitesse  se  trouve  en 
divisant  l’un  de  ces  espa- 
ces par  le  temps  qui  lui 
correspond. 

3- 

Donner  la  signification 
des  coèfficiens  qu’elle  ren- 
ferme , et  déterminer  la 
vitesse  lorsqu’on  connaît 
le  temps  employé  à par- 
courir un  certain  espace. 
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8-  Lorsqu’on  a un  nombre  quelconque  de  mobiles  qui  se  meuvent 
d’un  mouvement  uniforme  dans  une  même  ligne  droite  ou  dans  une  même 
courbe  non  fermée  , toutes  les  circonstances  de  leurs  mouvemens  absolus 
ou  relatifs  se  déterminent  par  la  combinaison  d’un  nombre  d’équations  de 
la  forme  e z=z  E Vt , égal  à celui  des  mobiles;  et  cette  détermination 
se  fait  toujours  facilement,  ou  par  le  calcul,  ou  par  des  constructions. 

Il  suffit  même  d’avoir  une  formule  générale,  calculée  pour  deux 
mobiles , qu'on  applique  ensuite  aux  rencontres  deux  à deux  d'un 
nombre  quelconque  de  mobiles  ; on  trouve  pour  le  temps  qu’ils  em- 
ploient à parvenir  à une  distance  K l’un  de  l’autre , 

* — y.  r ± K 

‘ y _ y 

' " I Les  signes  et  — ont 

et  pour  les  distances  où  ils  sont  alors  de  l’origine,  [ lieu  respectivement , selon 

K 


= v. 


S — V„  T 

V.  - V. 

y, (*  - y.-’)  ± 


y.,  k 


- — y,  — y„ 

Au  point  de  rencontre,  on  a K = 

• - y.  t 

' — v.  - v.  ; ' — 


que  les  mobiles  sont  à la 
distance  K , après  ou  avant 
leur  rencontre. 


V,  (*  — Vur) 


y.  - k., 


o.  Des  équations  de  même  forme , et  la  théorie  analytique  qui 
apprend  à trouver  leurs  solutions  en  nombre  entier  , servent  à déter- 
miner les  circonstances  du  mouvement  tant  absolu  que  relatif,  lorsque 
plusieurs  mobiles  parcourent  uniformément  une  même  courbe  fermée; 
et  ce  problème  est , comme  le  précédent , susceptible  de  construction. 

Quel  que  soit  le  nombre  des  mobiles , toutes  les  rencontres  de  deux 
quelconques  d’entre  eux  se  font  à des  époques , 


(K  — «J  ’P_  , 

y.  - y. 

et  les  espaces  parcourus  correspondans  sont 
Mobile  n.°  i.  -y^±~ÿ~  [{•„  — -+-  *?] 

Mobile  n.°  i.  -y^-ÿ~  (Y«„— i.)  -+-  «?]  • 


On  suppose  V,  > Vm. 

JEn  substituant  dans  ces 
formules  des  nombres  entiers 
positifs  quelconques  pour 
on  aura  autant  de  solutions 
de  la  question  qu’on  voudra. 

Les  espaces  parcourus  se 
comptent  , respectivement  , 
depuis  le  point  de  départ  de 
chacun  des  corps. 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THÉO  H È M ES. 


PHOBIE  MES. 


De  la  vitesse 
re/i/five  lorsqu’on 
considère  le  mou- 
vement de  deux 
on  de  plusieurs 
: points  mobiles 
dans  une  même 


V,  et  V„  sont  les  vitesses 
des  deux  mobiles  ; celui  qui 
a la  vitesse  V, , va  à la  suite 
de  celui  qui  a la  vitesse  V„  ; 

y.  > v„ . 

On  sait , de  plus  , par  les 
données  du  problème  , que 
lorsque  t — t , le  mobile 
qui  a la  vitesse  Vn  > est  à 
une  distance  s de  l’origine 
des  espaces  parcourus  , ori- 
gine de  laquelle  le  mobile 
qui  a la  vitesse  V,  , est  parti 
à l’instant  où  on  comptait 


Toutes  les  circonstan- 
ces des  mouvemens  abso- 
lus ou  relatifs  d’un  nom- 
bre quelconque  de  points 
qui  se  meuvent  uniformé- 
ment , dans  une  même 
ligne,  toit  droite  soit 
courbe  non  fermée , ou 
dans  une  même  courbe 
fermée  , se  déterminent 
par  la  combinaison  d’un 
certain  nombre  d’équa- 
tions de  la  forme  t — E 
-t-  V.  t,  en  appliquant 
au  second  cas  la  théorie, 
analytique  qui  apprend  à 
trouver  des  nombres  en- 
tiers satisfaisant  à certai- 
nes conditions. 


Un  nombre  quelcon- 
que de  mobiles  se  mou- 
vant uniformément  dans 
une  même  ligne  droite  , 
trouver , soit  par  le  cal- 
cul , soit  par  des  cons- 
tructions , les  instant  et 
les  points  où  ils  sont 
à des  distances  données 
les  uns  des  autres  , et 
ceux  où  ils  se  ren-. 


p = le  périmètre  de  la 
courbe  parcourue. 

a,  > •„  > •«.  > &c. , sont  les 
distances  respectives  ( plus 
petites  que  p ) des  mobiles 
à un  même  point  de  cette 
courbe  au  moment  de  leur 
départ,  qu’on  suppose,  pour 
tous , répondre  à t = o. 


Trouver  les  mêmes 
choses  lorsque  les  mo- 
biles parcourent  unifor- 
mément une  courbe  fer- 
mée. 
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Ensuite,  pour  les  rencontres  3 à 3 , 4 à 4,  &c.,  on  aura,  en  supposant, 
pour  plus  de  simplicité , e,  = o , les  équations 

Si  I*on  a des  valeurs  entières  et 
positives  de  a et  £ , telles  que  la 
première  équation  ait  lieu  , il  y aura 
rencontre  de  trois  mobiles  ; 

Des  valeurs  semblables  de  et , /£ 
et  >,  qui  satisfont  aux  deux  premières 
équations  , indiquent  la  rencontre  de 
quatre  mobiles;  et  ainsi  de  suite. 

&c. 

Lorsqu  on  a trouvé  les  valeurs  convenables  de  « t , /3  , y,  Scc. , pou'  la 
rencontre  simultanée  d un  nombre  quelconque  de  mobiles  , le  temps 

qui  s’écoule  jusqu  a cette  rencontre  = a/’_. 

10.  Le  mouvement  varié  est  exprimé,  en  général,  par  l’équation 

ez=zf(t): 

le  temps  étant  supposé  croître  par  intervalles  de  grandeur  arbitraire  , mais 
égaux  , le  mouvement  se  nomme  accéléré  ou  retardé , respectivement  , 
suivant  que  les  différences  des  espaces  parcourus  correspondais  vont  en 
augmentant  ou  en  diminuant  ; et  dans  l’une  et  l’autre  hypothèse , il  se 
divise  en  mouvement  uniformément  varié  et  mouvement  varié  en  général. 

11.  Les  courbes  qui  représentent  le  mouvement  accéléré  ont  une 
propriété  commune  ; il  en  est  de  même  de  celles  qui  représentent  le 
mouvement  retardé  (Théorème  4). 

I 2.  Cette  propriété,  et  le  caractère  qui  rend  le  mouvement  accéléré, 
exigent  qu  on  établisse  la  notion  de  la  vitesse  dans  le  mouvement  varié 
en  général  : un  moyen  assez  simple  d’y  parvenir , est  de  considérer  la 
courbe  qui  a eczzf(t)  pour  équation  , comme  la  limite  d’un  polygone 
inscrit , et  ce  polygone  comme  le  lieu  d’un  mouvement  représenté  par  une 
équation  de  la  forme  e — E -4-  Vt,  dans  laquelle  V est  supposé  une 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

K>  K>  K.>  &c-t  *ont| 
les  vitesses  respectives  des 
mobiles. 

a,  fi>  7)  &.C.,  sont  der 
nombres  entiers. 

6. 

t — l’espace  parcouru. 

Du  mouvement 
varié. 

î- 

Donner  l’équation  du 
mouvement  varié  en  gé- 
néral. 

t = le  temps. 

6. 

La  courbe  qui  est  le 

f est  le  signe  de  fonction. 

Des  mouve- 

lieu  géométrique  d'un 

mens  accéléré  et 
retardé. 

mouvement  varié , pré- 
sente sa  convexité  ou 
sa  concavité  à l’axe  des 
temps , selon  que  le  mou- 
vement est  accéléré  ou 
retardé. 

B 
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variable  qui  reçoit  des  accroissemens  ou  des  diminution*  finies  à chacun 
des  instans  successifs  qui  correspondent  aux  angles  du  poligone. 

En  effet , la  relation  des  espaces  parcourus  aux  temps , étant  e = f(t)> 
on  a 

e'  = e H—  Tf'(t)  -4—  f'(t  -4-  \tJ; 


et  la  vitesse  avec  laquelle  un  mobile  parcourt  uniformément  un  espace 
c'  — e pendant  le  temps  r,  a pour  valeur 
■~~L 


c’est  la  vitesse  depuis  / jusqu’à  / -4-  t dans  un  mouvement  qui  aurait 
pour  lieu  géométrique  le  polygone  circonscrit  à la  courbe  e f (t) , 
l’un  des  côtés  de  ce  polygone  ayant  e et  e'  pour  coordonnées  extrêmes. 
Or , en  augmentant  indéfiniment  le  nombre  et  la  petitesse  des  côtés 
( e et  / étant  toujours  supposées  les  coordonnées  d’un  angle  du  polygone), 

on  peut  faire  en  sorte  que  la  vitesse  — - — — ne  diflcre  de  f'ftj  que  d’une 


quantité  aussi  petite  qu’on  voudra  ; d’où  on  conclut  que  la  vitesse  dans 
la  courbe  a pour  valeur 


f'(t)  ou 


fit 
J t 


Cette  expression  de  la  vitesse  se  déduit  aussi  de  la  forme  que  prend 
le  lieu  géométrique  des  espaces  parcourus,  dans  l’hypothèse  où  la  variation 
du  mouvement  vient  tout-à-coup  à cesser  (Théorème  4). 


ï^.  Le  mouvement  uniforme  étant  celui  dans  lequel  les  différences 
premières  des  espaces  parcourus  et  des  temps  sont  constantes  en  même 
temps  , celui  qui,  dans  l’ordre  naturel  des  idées,  s’en  approche  le  plus, 
doit  être  le  mouvement  qui , pour  les  divisions  égaies  du  temps  , a les 
différences  secondes  des  espaces  parcourus  constantes.  Cette  définition 
fournit  immédiatement  l’équation 

e ■=.  E -4-  V t — t-  \ gtl . 

qui  représente  le  mouvement  qu’on  nomme  uniformément  varie'. 


14.  Les  circonstances  de  ce  mouvement  peuvent  se  représenter  gra- 
phiquement par  une  parabole  apolloniene,  que  Ion  construit  par  les 
méthodes  connues. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

e'  — cc  que  devient  e lors- 
que r devient  / -+-  t. 

c.  sont  les  signes 
de  fonction  d’après  !a  nota- 
tion de  Lagrange. 

Si  la  variation  du  mou- 

vement  est  supposée  ces- 
ser tout-à-coup,  la  courbe 
qui  est  le  lieu  géométri- 
que des  espaces  parcou- 
rus , devient  une  ligne 
droite  tangente  à cette 
courbe,  au  point  corres- 
pondant à l’instant  où  la 
variation  du  mouvement 

7. 

a cessé. 

Trouver  l’équation  la 

» 

plus  générale  du  mouve- 
ment uniformément  va- 

7‘ 

rie. 

Du  mouvement 
uniformément  va- 

8. 

rie. 

Construire  cette  équa- 

tion. 

B x 
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Ij|.  Les  coèfficiens  E.  V et  g se  rapportent  à des  phénomènes  de 
mouvement  particuliers  à chaque  cas.  Ainsi , 

I 6.  E exprime,  comme  dans  le  mouvement  uniforme,  le  nombre 
d’unités  d’espace  parcouru  correspondant  au  zéro  de  l’axe  ou  de  l’échelle 
des  temps. 

La  vitesse  à un  instant  quelconque , a pour  valeur 

v — V -f-  gt. 

Ainsi  le  coefficient  E donne  la  vitesse  initiale  •„  et  la  vitesse  acquise 
pendant  le  temps  t , en  vertu  de  la  seule  accélération , est  égale  à gt. 

îy.  On  voit  que  dans  le  mouvement  uniformément  accéléré,  la 
relation  des  vitesses  aux  temps  est  la  même  que  celle  des  espaces  par- 
courus aux  temps  dans  le  mouvement  uniforme;  et  on  pourrait  définir 
le  premier  mouvement  celui  dans  lequel  les  accroissemens  de  vitesse 
sont  proportionnels  aux  temps  pendant  lesquels  ces  accroissemens  ont 
lieu  ; ce  qui  conduirait  à la  même  équation  déduite  de  la  condition 
que  les  différences  secondes  des  temps  sont  constantes. 

I 8.  L’espace  parcouru  pendant  le  temps  t,  dont  l’origine  est  prise 
à un  instant  quelconque  du  mouvement,  a pour  valeur 

fT  + JT/  + jg T*  ; 

et  la  partie  de  cet  espace  parcourue  , en  vertu  de  la  seule  accélération,  est 
en  observant  que  E -h  g t est  la  vitesse  au  commencement  du  temps  t. 

La  vitesse  acquise  pendant  le  temps  t 1 en  vertu  de  la  seule  accé- 
lération, est  g t art.  i 6 ; et  l'espace  £ t1  parcouru  pendant  le  temps  t, 
en  vertu  de  la  vitesse  g *r,  est  double  de  ÿ g t3  , espace  parcouru  en 
vertu  de  la  seule  accélération  pendant  le  même  temps. 

ip.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  l’espace  parcouru  en  vertu  de 
la  seule  accélération,  pendant  chaque  unité  de  temps,  a pour  valeur  \g  , 
et  que  la  vitesse  acquise,  pareillement  en  vertu  de  la  seule  accélération, 
pendant  la  même  unité  de  temps , a pour  valeur  g : l’une  ou  l’autre  de 
ces  quantités  i g ou  g est  donc  très-propre  à caractériser  un  mouvement 
uniformément  varié  considéré  isolément , et  à le  distinguer  de  tout  autre 
mouvement  de  même  espèce;  on  a,  en  conséquence,  donné  a la  quantité  g 
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►■  = la  vîteuc  à un  instant 
quelconque. 


NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEOREME  S. 


S- 

La  vitesse  que  le  mo- 
bile acquiert  pendant  un 
temps  quelconque  en 
vertu  de  la  seule  accélé- 
ration , est  proportion 
nelle  au  temps. 


8. 

De  la  force  ac- 
Icéléranice  ou  re- 
\tardatrice  dans  le 
mouvement  uni 
Utoimément  varié. 


6. 

L'espace  parcouru  en 
vertu  de  la  seule  accé- 
lération pendant  le  temps 
T , est  proportionnel  à t*. 

7 • 

L'espace  parcouru  pen- 
dant le  temps  t en  vertu 
de  la  vitesse  que  l’accé- 
lération seule  peut  don- 
ner pendant  ce  temps  t, 
lest  double  de  l’espace 
que  l'accélération  seule 
[fait  parcourir  pendant  le 
meme  temps  t. 


PROBLEMES. 


Trouver  la  vitesse  à 
un  instant  quelconque. 

10. 

Trouver  la  vitesse  ini- 
tiale. 

1 1. 

Calculer  la  vitesse  que 
le  mobile  acquiert  pen- 
dant un  temps  quelcon- 
que, en  vertu  de  la  seule 
accélération. 

12. 

Trouver  l’équation  gé- 
nérale du  mouvement 
uniformément  accéléré , 
en  définissant  ce  mouve- 
ment, celui  dans  lequel 
vitesse  acquise  par 
l'accélération  est  propor- 
tionnelle au  temps. 

*3- 

Trouver  l’espace  par 
couru  par  le  mobile 
pendant  un  temps  quel- 
conque , dont  l’origine 
coïncide  ou  non  avec 
celle  du  mouvement. 

>4- 

Trouver  la  partie  de 
l’espace  précédent  par- 
courue en  vertu  de  la 
seule  accélération. 
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un  nom  particulier , et  elle  s’appelle  force  accélératrice  ou  force  retarJa- 
trice , selon  que  le  mouvement  uniformément  varié  est  accéléré  ou  retardé. 

Lorsqu’on  a construit  la  courbe  qui  représente  un  mouvement  unifor- 
mément varié  quelconque , il  est  aisé  de  trouver  la  longueur  de  la  ligne  x 
qui , dans  ce  mouvement , représente  la  force  accélératrice  ou  la  force 
retardatrice. 

20.  L’équation  du  mouvement  uniforme  n’est  qu’un  cas  parti- 
culier de  celle  du  mouvement  uniformément  varié  , et  toutes  les  deux 
se  déduisent  de  l’intégration  de  l’équation  différentielle 

J'r 

— 8 • 

g pouvant  être  zéro  ou  une  quantité  constante  quelconque. 

2 1.  Les  mêmes  équations  des  mouvemens  uniformes  et  uniformé- 
ment variés,  peuvent  se  déduire  de  l’intégration  de  l’équation  aux  diffé- 
rences Unies 

A 

• — — = constante. 

T 

Mais  il  faut  observer  que  les  intégrales  se  complètent  par  des  fonctions 
arbitraires  de  la  forme , 

fonction  [sin.  ( ),  cos.  ( * *—)  ] » 

et  que  ces  intégrales  n’offrent  les  propriétés  des  mouvemens  uniformes 
et  uniformément  variés,  que  dans  les  suites  de  valeurs  de  e,  correspon- 
dantes à des  divisions  de  t égales  à t ou  à un  de  ses  multiples , quel  que 
soit  d’ailleurs  le  point  de  l'axe  des  temps  où  ces  divisions  commencent; 
les  suites  de  valeurs  de  e qui  correspondraient  à des  divisions  de  t qui 
ne  seraient  pas  égales  à t ou  à un  de  ses  multiples,  n’appartiennent  point 
à ces  deux  mouvemens. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  de  la  théorie  que  j’ai  exposée 
dans  le  n.°  16  de  mes  Feuilles  d’ Analyse,  ou  dans  le  quatrième  cahier 
du  Journal  de  l’École,  page  jop. 

22.  Le  mouvement  varié  , en  général , étant  exprimé  par  l'équation 

- = f(*). 

on  a l’équation  suivante , qui  donne  le  rapport  entre  les  accroissemens 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

. '5: 

Etant  donnée  la  courbe 

qui  représente  un  mouve- 
ment uniformément  va- 

/ 

8. 

rié  quelconque,  trouver 
la  longueur  de  ia  ligne 

L’équation  du  mouve- 
ment uniforme  est  un 
cas  particulier  de  celle 

qui , dans  ce  mouvement , 
représente  la  force  accé- 
lératrice ou  retardatrice. 

du  mouvement  varié. 

1 6. 

Donner  l’équation  dif- 
férentielle dont  l’inté- j 

gralc  renferme  les  équa- 
tions des  mouvemens 
uniforme  et  uniforme- 

ment  varié. 

t = le  temps. 
e l’espace  parcouru, 

r = un  nombre  donné 

| 

d’unités  de  temps  , compo- 
sant une  des  divisions  égales 
de  l'axe  des  temps. 

t = la  demi-circonférence 
qui  a l'unité  pour  rayon. 

9- 

II  y a on.  infinité 
d’équations  qui  , pour 
certaines  divisions  du 
temps , offrent  les  pro- 

«7* 

Construire  l'équation 
t—Vi-t-  ski.  -h  et,  j 

prictés  des  mouvemens 
uniformes  et  uniformé- 
ment accélérés  , sans 
néanmoins  appartenir  à 
ces  espèces  de  mouve- 
ment. Cette  propriété 
dérive  de  l’introduction 
des  fonctions  révolutives 
arbitraires,  dans  les  in- 

qui  offre  les  propriétés 
du  mouvement  uniforme 
pour  les  suites  de  valeurs 
de  e correspondantes  ài 
des  divisions  de  r,  égales  J 
à t,  quel  que  soit  le  point 
de  l'axe  des  temps  où  ces 
divisions  commencent. 

légralcs  des  équations 
aux  différences  finies. 
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correspon dans  de  l’espace  parcouru  et  du  temps , 

= f(t)  -t-  rf'(t)  -t-  -4-  -4-  AV- 

La  valeur  du  dernier  terme  est,  d’après  le  théorème  de  Lagrange, 

~ro  -+-  at;  = ^r(t)  h-  -^-ro)  -+-  &• 

23.  Si  on  prend  l’origine  de  t pour  l’origine  du  temps  , et  que  l’on 
considère  f(t)  ou  e comme  l’espace  parcouru  primitif,  les  mouvemens 
qui  seraient  représentés  par  les  équations 

e'  zsz  f(t)  —H  rf(t) mouvement  uniforme, 

e’  = f (t)  —H  Tf( t)  H — .mouvement  uniformément  varié, 
ou,  en  employant  l’ancienne  notation 

e'  — e -4-  t mouvement  uniforme, 

jt 

e'  = e H—  t -4-  d . .mouvement  uniformément  varié, 

al  d t x 

seraient , respectivement , parmi  tous  les  mouvemens  de  même  espèce , 
c’est-à-dire,  parmi  tous  les  mouvemens  qui  ont  leurs  différences  pre- 
mières ou  leurs  différences  secondes  constantes , ceux  qui , pendant  un 
certain  temps  fini , avant  et  après  l’origine  de  r , s’approcheraient  le 
plus  du  mouvement  qui  a pour  équation  e =z  f (t). 

est  (art.  12)  la  vitesse  qui  a lieu  au  commencement  de  r ou  à 
la  fin  de  t. 

24.  -jp-est,  d’après  ce  qu’on  a dit  (art.  ig) , la  force  accélératrice 

du  mouvement  uniformément  varié  dans  lequel  le  mouvement  ez=.f(t) 
se  transformerait , à compter  de  l’instant  qui  termine  t ou  qui  commence  r, 
si  la  somme  de  tous  les  termes  qui  empêchent  les  différences  secondes  de  e 
d’être  constantes,  s’évanouissait,  ou  si  on  avait  f"  (t  H—  àt^  = o. 
Cette  propriété  et  celle  énoncée  dans  l’article  précédent , doivent  faire 

regarder  comme  une  quantité  caractéristique  dans  un  mouvement 

quelconque,  et  elle  représente  ce  qu’on  nomme  dans  un  mouvement 
varié,  en  général , la  force  accélératrice  , constante  lorsque  la  variation 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

t = le  temps. 
t = l'accroissement  de/. 

| 

t et  t'  sont  les  espaces 
respectifs,  correspondant  à t 
et  à t -t-  t,  c’est-à-dire  , 
sont  les  distances  respectives 
auxquelles  le  mobile  setrouve 
de  l’origine  des  espaces  , au 
bout  des  temps  t et  -t  -+-  t ; 
si  le  mobile  est  supposé  à une 
distance  £ de  cette  origine  , 
lorsqu’on  compte  zéro  temps, 
ou  lorsque  r = o , l’espace 
qu’il  aura  effectivement  par- 
couru , pendant  le  temps  t , 
sera  e — E. 

» = une  fraction  inconnue 
et  positive. 

!0nt  lc»  si«nes 
de  fonctions  d’après  la  nota- 
tion de  Lagrange. 

9- 

De  la  force  ac- 
célératrice dans  le 

10. 

Les  mouvement  qui 
se  déterminent  par  le 
problème  18,  sont,  de 
tous  les  mouvemens  de 
même  espèce , ceux  qui 
pendant  un  certain  temps 
fini , avant  ou  après  l'ins- 
tant auquel  se  rapporte 
leur  origine,  approchent 
le  plus  du  mouvement 
qui  a e = f ( t ) pour 
équation. 

t 8. 

Trouver  les  équations 
du  mouvement  uniforme 
et  du  mouvement  uni- 
formément varié  , dans 
lesquels  , à partir  d'un 
instant  quelconque,  le 
mouvement  qui  arm 
f (t  J pour  équation  , se 
transformerait  si  l'on  fai- 
sait abstraction  de  tous 
les  termes  de  l’équation 
*'  =/  (t  -+■  r J , qui 
empêchent  respective- 
ment les  différences  pre- 
mières ou  les  différences 
secondes  de  r d'être 
constantes. 

■ 

mouvement  varié 
en  général. 

. c 
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est  uniforme , et  changeant  d’un  moment  à l’autre , lorsque  la  variation 

est  quelconque. 


25.  Les  formules  fondamentales  d’un  mouvement  quelconque , con- 
sidéré uniquement  quant  à la  relation  entre  les  temps  et  les  longueurs 

des  espaces  parcourus,  sont,  en  observant  que  — ==  — • 


e — f (t)  ; v = 


d e 
d t 


<p  = 


d1  e 
dtx 


d v 

<p  = 


26 ■ Le  mouvement  uniforme  sert  de  mesure  au  mouvement  unifor- 
mément varié,  art.  ip;  et  comme  ce  dernier  sert  de  mesure  au  mou- 
vement varié  en  général,  art.  24,  c'est , ultérieurement,  le  mouvement 
uniforme  qui  fournit  le  moyen  de  comparer  tous  les  autres  mouvemens 
entre  eux. 


27.  Si  l’on  fait  entrer  dans  les  valeurs  de  e,  données  art.  23  , les  4.', 
5. e,  &c.  termes  du  développement  de/^r  -t-  t),  on  aura  les  mouvemens 
à différences  3.',  4.*,  &c.  constantes,  qui  parmi  tous  ceux  de  leurs 
espèces  respectives,  et  pendant  un  temps  fini,  après  ou  avant  un  instant 
donné,  approchent  le  plus  du  mouvement  qui  a f =/ ( t)  pour  équation. 

Toute  la  théorie  précédente  11’est  que  celle  des  osculations  de  différens 
ordres  , appliquées  à des  considérations  relatives  au  mouvement. 

28.  Nous  pouvons  maintenant  ajouter  aux  idées  abstraites  du  temps 
et  de  la  mobilité , celles  de  la  force  ou  puissance , de  la  masse  , de  l’impé- 
nétrabilité et  de  l’inertie , en  faisant  encore  abstraction  de  lî étendue  et  de 
la  figure. 

La  nature  de  cette  cause  de  mouvement,  nommée  force  ou  puissance,  nous 
est  tout-à-fait  inconnue  : l’homme  appelle  force  la  faculté  organique  qu’il  a de 
se  mouvoir , de  s’arrêter , de  produire  ou  de  faire  cesser  le  mouvement  des  corps 
qui  l'environnent  ; et  sans  savoir  en  quoi  consiste  cette  faculté,  il  a supposé  qu’il 
existait  quelque  chose  de  semblable  dans  les  agens  physiques  qui  sont  ou  qu’il 
croit  être,  sur  le  globe  terrestre  et  dans  l’univers,  les  causes  du  mouvement  de 
différens  corps. 

Mais  nous  n’avons,  en  mécanique  , aucun  besoin  de  connaître  la  nature  de  la 
force  ou  puissance  qui  est  représentée,  mesurée  et  introduite,  dans  le  calcul,  uni- 
quement par  les  effets  quelle  produit.  Ces  effets  se  réduisent  toujours  à des  vitesses 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLÈMES. 


ç = la  force  accélératrice, 
v ==  la  vitesse. 
e ,y  et/ont  la  même  signi- 
fication qu’aux  art.  il,  1 3 
et  î*. 


La  force  accélératrice,  Trouvera  quelinstant 
pour  un  instant  quelcon-  la  force  accélératrice  du 
que,  est  égale  à la  vitesse  mouvement  qui  a e = 
qu'acquerrait  le  mobile  f(t)  pour  équation  s est! 
pendant  l’unité  de  temps,  égale  à la  force  accélé-j 


- - ratrice  de  la  pesanteur  ; : 

si  e rapport  — e pro[,|éme  qU[  e5t  résoluj 

meurait  constant  pendant  par  l’équation 
cette  unité.  f“  (t ) = g. 


La  force  accélératrice  de 
la  pesanteur  terrestre,  au  ni- 
veau de  la  mer,  sera  cons- 
tamment représentée  par  la 
lettre  g dans  tout  le  cours  de 
cet  ouvrage. 


Si  dans  l’équation 
e = / (e)  on  suppose 
que  r augmente  de  r , et 
qu'on  développeur  +1), 
suivant  les  puissances  de 
t,  les  coèfficiens  de  t»  , ao. 

T ' et  le  double  du  coéffi-  TrovvtI  ,es  équItion$ 
cient  de  r*  seront  res-  des  mouvement,  dans  les- 
pectivement  l’espace  par-  quc|s  différences  3.’. 
couru,  la  vitesse,  et  la  + c _ Ac  de,  espjces 
force  accélératrice  au  pJrcourus  sont  £oiman_ 
bout  du  temps  t.  tfs  , qui  , parmi  tous  les 

. _ mouvemens  de  meme  es- 

IO.  , , 1» 

..  . , pece  et  à compter  d un 

De  ce  qu’on  Un  corps  tombant  dans  ^ ^ ipproj 

entend  par  force  le  vide  , se  meut  un  p,UJ  du  m£)u_ 

ou  puissance  , et  mouvement  uni  orme  vçmçnt  ^ * p0Ur 

de  ce  qui  doit  la  ment  accéléré,  dont  la  |jon  f _y (f ^ 

représenter  dans  force  accélératrice  est 

le  calcul  d’après  9>®°9*  ou  7>321 

les  divers  effet.de  très , suivant  qu’on  prend 

cette  cause  incon- pour  unité  de  temps  la 

nue  que  nous  ob-  seconde  sexagésimale,  ou 

servons  dans  lai»  I00000.«  partie  du 

nature.  iour- 


De  la  pression 
et  de  son  éva- 
luation. 


.C  i 
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que  les  puissances  ou  tendent  à donner , ou  ont  effectivement  données  à de  cer- 
taines masses;  la  loi  de  continuité  y est  constamment  observée.  Un  corps  ne  passe 
pas  d’une  vitesse  à une  autre  , sans  avoir  eu  toutes  les  vitesses  intermédiaires  : 
cependant  la  transition  est  souvent  si  rapide , qu’elle  semble  être  discontinue  , 
et  on  considère  même  eu  mécanique  ces  changemens  brusques  ou  variations 
instantanées  et  _ finies  de  la  vitesse  : mais  ce  sont  des  limites  que  l’esprit  conçoit , 
et  dont  les  phénomènes  réels  s’approchent  d’autant  plus,  que  le  temps  corres- 
pondant à une  augmentation  ou  diminution  finie  de  vitesse  est  plus  court. 

Parmi  les  diverses  puissances  que  la  nature  nous  offre , il  en  est  une  très- 
reinarquable  dont  il  convient  de  prendre  les  effets  pour  terme  de  comparaison 
de  ceux  des  autres  puissances  ; c’est  la  pesanteur  terrestre  à la  surface  de  la  terre: 
son  influence  sur  la  vitesse,  en  un  lieu  déterminé,  est  la  même,  quelle  que  soit 
fa  masse;  tout  corps  librement  soumis  à son  action,  dans  le  vide,  se  meut 
d’un  mouvement  uniformément  accéléré  , et  reçoit , pendant  chaque  seconde  de 
temps,  une  augmentation  de  vitesse  constante  = 9,809  mètres,  à la  latitude 
de  Paris  ; la  seconde,  prise  ici  pour  unité  de  temps,  est  celle  relative  i la 
division  du  jour  en  24.  heures  : eu  prenant  la  100000.'  partie  du  jour  pour 
unité  de  temps,  cette  vitesse  serait  = 7,521  mètres.  Je  parlerai,  dans  la  suite, 
des  expériences  qui  ont  conduit  à ces  résultats. 

29.  J’ai  réduit  l’effet  de  la  force  ou  puissance  à des  vitesses  quelle 
tend  à donner  ou  qu’elle  a effectivement  données  à de  certaines  masses  : 
ces  deux  cas  doivent  être  distingués.  Dans  le  premier  cas , l’effort  exercé 
par  le  corps  animé  de  la  puissance , contre  l’obstacle  qui  arrête  son  mou- 
vement naissant  ou  prêt  à naître , s’appelle  pression  * ; et  voici  comment 
on  déduit  de  la  pesanteur  la  mesure  de  la  pression,  quelle  que  soit  la  nature 
de  la  puissance  comprimante. 

30.  On  pose  comme  principe  de  fait , i.°  que  si  plusieurs  corps  pesans 
produisent , par  leur  pesanteur , le  même  changement  dans  un  autre 
corps  de  forme  variable  qui  oppose  une  résistance  constante  à ce  chan- 
gement ; si , par  exemple , suspendus  à un  même  point  d’un  ressort , fixé 
par  un  autre  point , ils  le  font  tous  plier  de  la  même  quantité , les  efforts 
verticaux  nécessaires  pour  empêcher  que  la  pesanteur  ne  donne  un  mou- 
vement naissant  à chacun  de  ces  corps  , seront  tous  égaux  ; i.°  les 

* Il  faut  appliquer  tout  ce  qu’on  va  dire  de  la  pression , aux  attractions  et  répulsions  qui 
tendent  à produire  un  mouvement  naissant. 
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efforts  necessaires  pour  empêcher  que  ia  pesanteur  ne  donne  un  mou- 
vement naissant  à divers  volumes  d’une  matière  homogène , sont  pro- 
portionnels à ces  volumes. 

3 I . Avec  ces  deux  principes,  on  est  en  état  d’exprimer  en  nombres 
le  rapport  qu'il  y a entre  une  pression  quelconque  , et  celle  qu’exerce  sur 
un  plan  horizontal  un  volume  donné  d’une  matière  déterminée  homo- 
gène et  pesante,  telle  que  serait,  par  exemple,  la  iooo.c  partie  d’un 
mètre  cube  d’eau  distillée , mise  à une  température  convenue  ; et  ce 
rapport  est  ce  qu’on  appelle  l’évaluation  , en  poids , de  la  pression  dont 
il  s’agit. 

32.  Passant  au  second  cas,  celui  où  la  puissance  a produit  une 
vitesse  finie , nous  remarquerons  d’abord  une  différence  entre  la  pesanteur 
et  d’autres  espèces  de  puissances , telles  que  la  force  des  animaux,  celle  des 
ressorts , le  choc  des  fluides  , &c. , ou  même  la  pesanteur  d’un  corps  grave 
employée  à mouvoir  d’autres  masses  que  la  sienne  propre.  Chacun  de  ces 
derniers  moteurs  ne  donne  pas , en  vertu  d’une  même  somme  d’efforts  , 
la  même  vitesse  à une  masse  quelconque , mais  en  donne  une  d'autant 
plus  petite,  que  la  masse  à mouvoir  est  plus  grande.  C’est  à ce  principe 
de  fait  qu’il  faut  rapporter  la  véritable  notion  de  cette  propriété  de  la 
matière  qu’on  nomme  inertie.  On  verra , avec  un  peu  de  réflexion  , 
que  ce  que  j’ai  dit  art.  a8,  n’y  fait  point  une  exception,  en  ce  que, 
lorsque  ia  pesanteur  change  l’état  de  repos  ou  de  mouvement  d’un  corps  , 
son  action,  préexistante  dans  toutes  les  parties  de  ce  corps,  se  proportionne 
à la  quantité  de  matière  sur  laquelle  elle  s’exerce. 

3 3.  Mais  il  est  toujours  aisé  de  comparer  la  vitesse  acquise  en  vertu 
d’une  puissance  quelconque , à celle  que  ia  pesanteur  communique  soit 
en  faisant  parcourir  un  certain  espace , soit  au  bout  d’un  certain  temps  t : 
v étant  une  vitesse  produite  d’une  manière  quelconque  , les  formules 

v = V(xgk)t  t = h =-fr,k  = igt * 

donnent  la  hauteur  h d’où  il  faudrait  qu’un  corps  tombât  verticalement 
pour  acquérir  cette  vitesse , et  réciproquement , ainsi  que  le  temps  t de 
ia  chute  ; h est  ce  qu’on  appelle  la  hauteur  due  à la  vitesse  v. 
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34.  La  résistance  qu’oppose  un  corps  animé  d’une  vitesse  à un  obstacle 
qui  tendrait  à détruire  ou  à diminuer  cette  vitesse,  se  nomme  choc  ou 
percussion.  On  trouvera  dans  la  quatrième  partie  de  cet  ouvrage  , une 
théorie  du  choc,  où  je  fais  entrer  en  considération  les  diverses  circonstances 
physiques  qui  influent  sur  ses  effets , et  où  la  communication  du  mou- 
vement, par  percussion , se  trouve  comparée  à celle  produite  par  la  pesan- 
teur. Je  me  bornerai , en  ce  moment , à parler  du  choc  qu’exercent  les 
uns  contre  les  autres  deux  ou  plusieurs  points  matériels  qui  se  meuvent 
dans  une  meme  ligne  droite,  en  leur  conservant  la  propriété  qu’on  nomme 
élasticité , prise  dans  ses  degrés  extrêmes. 

35.  Po  u r se  faire  une  idée  de  cette  propriété  qui  puisse  donner  sa 
mesure , imaginons  qu'un  corps  se  meuve  perpendiculairement  à un  plan 
immobile  et. incompressible  ; sa  vitesse  s’éteindra  par  la  résistance  de  ce 
plan,  mais  suivant  que  la  forme  de  ce  corps,  altérée  par  le  choc, 
se  rétablira  en  tout  ou  en  partie,  il  reprendra,  en  sens  contraire,  ou  la 

totalité , ou  une  partie  de  sa  vitesse  primitive , et  sera  la  mesure  de 

son  élasticité,  parfaite  lorsque  vt  = v , nulle  lorsque  vt  = o , ce  qui 
est  le  cas  des  corps  mous  et  des  corps  parfaitement  durs. 

3 6-  Comme  nous  faisons  encore  abstraction  de  la  figure  et  de  Y étendue , 
nous  ne  considérerons  dans  le  choc  des  points  matériels  que  l'effet  final 
résultant  de  l’élasticité,  sans  nous  embarrasser  de  sa  cause,  et  en  en  sépa- 
rant mentalement  les  phénomènes , relatifs  au  changement  de  figure,  qui 
l’accompagnent  dans  le  choc  des  corps  étendus. 

Cela  posé , si  deux  corps  ou  points  matériels  parfaitement  durs , se 
mouvant  dans  une  même  ligne  droite , sont  dirigés  en  sens  contraire , et 
que  les  produits  respectifs  de  leurs  masses  par  leurs  vitesses , produits 
qu’on  nomme  quantités  de  mouvement , soient  égaux  , ces  deux  corps 
demeureront  immobiles  à leurs  points  de  rencontre. 

37.  Les  vitesses  des  mobiles  peuvent  être  les  vitesses  naissantes 
imprimées  par  des  puissances  ; ce  qui  fournit  le  moyen  d’introduire 
dans  la  valeur  de  la  force  motrice  , qui  est  le  produit  de  la  masse  par 
la  force  accélératrice , le  poids  absolu  p du  corps  et  la  force  accélératrice^ 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉOR  È M ES. 

PROBLÈMES. 

12. 

De  la  hauteur 
due  à une  vitesse. 

Du  choc. 

• 

v — I.  vitesse  du  corps 
avant  le  choc. 

v,  = sa  vitesse  après  le 
choc. 

t*. 

De  l’clasticitc. 

j>  = U force  motrice  effec- 
tive ducorps,  correspondante 
à l’incrément  de  vitesse  dv. 

M* 

De  !a  quantité 
de  mouvement  et 
de  la  force  mo- 
trice. 

H- 

Si  deux  points  maté- 
riels parfaitement  durs 
se  meuvent  en  sens  con- 
traires dans  une  même 
ligne  droite  avec  des 
quantités  de  mouvement 
égales  , ils  demeureront 
immobiles  au  point  de 
contact. 

21. 

Trouverune  expression 
générale  de  la  force  mo- 
trice dans  laquelle  entre 
le  poids  absolu  du  corps  , 
et  la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur  terrestre. 
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de  la  pesanteur  : on  a pour  cette  valeur  , 

p dv  p 

dt 


f = 


— , OU  / = 


g dt  J g ' d t‘ 

Les  circonstances  d’un  mouvement  quelconque  sont  ainsi  rapportées  aux 
phénomènes  connus  et  aux  mesures  absolues  déduites  de  la  chute  des 
graves. 


38.  On  peut,  par  le  théorème  d'équilibre  de  l’article  3 6 , trouver 
plusieurs  quantités  de  mouvement  équivalentes  à une  seule , et  récipro- 
quement ; la  première  opération  s’appelle  décomposition  : et  la  seconde  , 
composition  des  quantités  de  mouvement.  Dans  ce  dernier  cas  , la  force 
unique  cherchée  s’appelle  résultante , et  celles  que  cette  force  unique 
peut  remplacer  se  nomment  composantes.  Les  mouvemens  sont  encore 
supposés  dirigés  dans  une  meme  ligne  droite  ; et  la  formule  générale 
qui,  dans  celte  hypothèse , comprend  tous  les  cas  de  composition  et  de  dé- 
composition , est , en  observant  qu'au  moment  du  choc  tous  les  corps 
doivent  être  disposés  de  manière  que  leur  séparation  ou  la  discontinuité 
du  système  n’ait  pas  lieu  , V M — (v'm'  v"  ni  — (-  8tc.)  — o , ou 
vlml-+-  vHmH  — t-  viumm,  & c.  — (v'm'  — f-  v" m"  -4-  v'" m'"  -+-  ôcc.J  = o : 
M,  m t , mH,  &c.  ont  des  vitesses  positives  dirigées  dans  un  même  sens , m' , 
m" , &c.  ont  des  vitesses  appelées  négatives,  parce  qu’elles  sont  toutes  dirigées 
dans  le  sens  contraire.  Ces  équations  renferment  et  les  quantités  de  mou- 
vement données  VM ou  v(«/-t-&c.,  et  celles  qu’on  veut  leur  substituer; 
toutes  ces  dernières  peuvent  être  prises  arbitrairement , à l'exception  d’une 
seule , qu’on  déterminera  de  manière  que  l’équation  soit  satisfaite. 

3^.  L a décomposition  dont  je  viens  de  m’occuper,  fournit  une  première 
occasion  deparier  du  principe  général  de  mouvement  , attribué  ïJ Alembert 
(théorème  1 5 ) , et  donne  les  vitesses  après  le  choc , de  deux  points  matériels , 
parfaitement  durs  ou  parfaitement  élastiques,  qui  se  meuvent , dans  une 
même  ligne  droite , avec  des  quantités  de  mouvement  inégales , et  de  ma- 
nière à pouvoir  se  rencontrer.  11  faut,  dans  les  formules  suivantes,  em- 
ployer les  signes  supérieur  et  inférieur , respectivement , suivant  que 
les  vitesses  ont  le  même  signe  ou  des  signes  contraires  ; et  posant 
V > V , dans  le  premier  cas  , ou  lorsque  les  corps  vont  à la  suite  l’un 
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NOTATION. 


V—  vitesse.)  quantité  de 

^mouvement  don- 
Af=m>ae.jnée, 


v'  m*  -+-  if  m”  -4- 
&c.  , quantités  de 
^mouvement  à subs- 
tituer il  V AJ, 


16. 

De  cc  qu’on  en- 
tend par  vitesses 
quantités  de 
mouvement , né- 
gatives et  positi- 
ves , cotnposition 
et  décomposition 
du  mouvement , 
résultante  et  com- 
posantes , dans  le 
cas  ou  des  points 
matériels  se  meu- 
vent ou  sont  sol- 
licités à sc  mou- 
voir dans  une  me- 
me ligne  droite. 


DEFINITIONS. 


THEOREM  ES. 


PROBLEMES. 


1 J* 

Si  plusieurs  pointj  ma- 
tériels en  repos  sont 
juxtaposés  dans  une  mê 
me  ligne  droite,  et  qu’au 
meme  instant  chacun 
d’eux  soit  sollicité  par 
une  puissance  dirigée 
dans  la  meme  ligne  droi- 
te , décomposer  chaque 
force  motrice  imprimée 
en  deux  autres  dont  la] 


22, 

Un  point  matériel  agis 
sant  contre  un  obstacle 
avec  une  quantité  de 
mouvementdonnée,  subs- 
tituer k son  action  celle 
de  tant  d’autres  points 
massifs  qu’on  voudra 
mus  dans  la  meme  ligne 
droite  que  le  point  en 
question  , et  animés  de 
différentes  quantités  de 
mouvement. 

Résoudre  le  problème 


Deux  points  matériels 
parfaitement  durs  ou  par- 
faitement élastiques  , sc 
mouvant  dans  une  même 
ligne  droite  et  venant  à 
la  rencontre  l’un  de  l’au- 
tre avec  des  masses  et  des 
vitesses  données , trouver 
la  vitesse  de  chacun  d’eux 
après  le  choc. 
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de  l'autre,  la  vitesse  après  le  choc  a pour  valeur,  dans  les  états  extrêmes 
d’élasticité , 


Corps  parfaitement  durs . v'  = y" 


Corps  parfaitement  élastiques . 


V'  AV  ± I"  AV 
AV  -4-  AV 

V' (AV  — AV)  rt  lAl-V 
AV  AV 

=F  V"(AV  — AV)  ■+-  1 AV  V 
AV  A V 


40.  Les  solutions  de  ces  premières  questions  fournissent  des  consé- 
quences qui  tiennent  aux  grands  principes  de  la  mécanique , et  dont  on 
ne  saurait  donner  trop  à bonne  heure  des  notions  exactes  ; ces  consé- 
quences sont , 


j.°  L’invariabilité,  dans  le  choc  de  deux  points  matériels  parfaitement 
durs,  de  la  vitesse  d’un  point  dont  la  distance  à un  point  fixe  est  à chaque 

instant  = — \y  , ce  qui  répond  a la  conservation  du  mouvement 

du  centre  J inertie  ; 

2.0  L’invariabilité,  dans  le  choc  des  corps  élastiques  de  la  somme 
M'v"  -f-  M"  v"‘  des  forces  vives,  qui  est  constamment  égale  à la 
somme  primitive  M'  V -4-  M"  V" 1 , lorsque  les  deux  corps  ne  sont 
sollicités  par  aucune  puissance; 

3 ,°  Une  propriété  commune  aux  chocs  des  corps  parfaitement  durs 
et  parfaitement  élastiques , qui  consiste  en  ce  que  la  somme  des  produits 
de  chaque  masse  par  le  carré  de  la  différence  entre  ses  vitesses  avant 
et  après  le  choc , est  un  minimum  ; ce  qui  répond  au  principe  de  la 
moindre  action. 

Le  pendule  h oscillations  coniques  nous  fournira  bientôt  un  exemple 
de  l’application  du  principe  des  aires, 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


du  I .*'  Corps, 
du  i.*  corps. 


Avant  le  choc, 

V'  = vitesse 
AT  = masse 
V"  — vitesse  | 

Al"  — masse 

Après  le  choc, 
v'  ~ vitesse  de  AT. 
v”  ==  vitesse  de  Al". 

A un  instant  quelconque 
du  mouvement , 
x'  = distance  de  AT  à un 
point  fixe  pris  sur  la  ligne  j 
droite  où  le  mouvement  a 
lieu. 

t"  = distance  de  AT'  an 
même  point. 


»7- 

De  la , vitesse 
relative. 

18. 


THEOREMES. 


|premièrc  soit  celle  qui 
aura  effectivement  lieu 
( d’après  l’action  réci- 
proque des  corps  les  uns 
sur  les  antres ) ; la  se- 
conde sera  telle  , que  si 
elle  eût  été  seule  impri- 
mée , tout  le  système 
serait  demeuré  en  repos. 

■ 6. 

Dans  le  choc  des 
points  matériels  parfai- 
tement durs  , la  vitesse 
du  point  dont  la  distance 
à l’origine  de  *’  et  x"  est, 
|à  un  instant  quelconque, 

, . AT  *’  ± AP  x" 

e^c  3 at+ht 

[cotte  vitesse,  dis-je,  est 
la  même  avant  et  après 
le  choc,  et  a pour  valeur 
V AF  -fc  V AT 


AT 


AT 

«7- 


Dans  le  choc  des  corps 
élastiques,  la  vitesse  rela- 
tive et  la  somme  des 
forces  vives  sont  les  me 


De  la  force  vive,  mes  avant  et  apres 


le 


19. 

De  la  quantité 
d’action. 


choc , la  vitesse  relative 
changeant  seulement  de 
signe. 

18. 

La  quantité  d’action 
consommée  dans  le  choc 
de  deux  points  matériels 
parfaitement  durs  ou  par- 
faitement élastiques , est 
un  minimum. 


PROBLÈMES. 


D 1 


Digitized’by  Google 


28  COURS  DE  MÉCANIQUE, 

4 1 .  Les  phénomènes  de  la  réfraction  fournissent  une  application 
simple  et  curieuse  du  principe  de  la  moindre  action. 


42.  La  composition  et  fa  décomposition  des  puissances  qui  ne  sont 
pas  dirigées  dans  une  même  ligne  droite , se  fait  avec  facilité , lorsqu’on 
est  parvenu  à résoudre  le  cas  de  deux  puissances  concourant  en  un 
même  point. 


43.  Cette  solution  fournit  fe  fameux  théorème  du  parallélogramme 
des  forces , qui  est  le  fondement  de  la  solution  de  toutes  les  questions 
d’équilibre  qu’on  peut  proposer. 


Digitized  by  Google 


i « PARTIE.  NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 


2 9 


NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THÉORÈMES. 


20. 

Des  composan- 
tes et  des  résul- 
tantes dans  le  cas 
où  les  directions 
des  puissances  ne 
sont  pas  dans  l« 
me  nie  ligne  droi 
te. 


PROBLEMES. 


ÏÇ. 

Si  la  puissance  unique 
ou  résultante  dont  la  re- 
cherche fait  l’objet  du 
problème  26  , est  appli- 
quée dans  une  direction 
contraire,  elle  annullera 
l'effet  des  deux  compo- 
santes , de  manière  que 
les  trois  puissances  se 
feront  équilibre. 

20. 

Les  deux  composantes 
mentionnées  au  théorème 
précédent  étant  représen 
tées  par  les  deux  côtés 
d’un  parallélogramme 
lesquels  côtés  feraient 
entre  eux  un  angle  ég:.l  à 


Étant  donnés  de  posi- 
tion deux  points  sur  un' 
plan  , entre  lesquels  passe 
une  ligne  droite  donnée 
aussi  de  position  ; si  un 
corps  va  du  premier  point 
à la  ligne  avec  une  vitesse 
uniforme  donnée,  et  en- 
suite de  la  ligne  au  second 
point  avec  une  autre  vi- 
tesse uniforme  donnée  , 
trouver  le  point  de  la  Ii-; 
gne  où  le  corps  doit  la, 
rencontrer  pour  que  saj 
quantité  d’action  soit  un 
minimum. 

Appliquer  la  solution 
du  problème  précédent 
aux  phénomènes  de  la 
réfraction. 

26. 

Deux  puissances  dont 
les  directions  font  un  an- 
gle quelconque  entre  el- 
les , agissant  sur  un  meme 
point  matériel  , trouver 
unepuissanecunique  qui, 
appliquée  k ce  point,  lui 
donne  le  même  mouve- 
ment que  les  deux  com- 
posantes. 
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44.  On  déduit  de  ce  théorème  un  grand  nombre  de  conséquences , 
dont  les  principales  sont  consignées  dans  les  théorèmes  ci  à côté. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

T H Ê 0 R £ MES. 

PROBLÈMES. 

celai  formé  par  les  direc- 
tions de  ces  composantes, 
la  résultante  sera  repré- 
sentée par  li  diagonale 
de  ce  parallélogramme. 

2 1. 

Chacune  des  puissan- 
ces sus-mentionnées,  est 
proportionnelle  au  sinus 
de  l’angle  formé  par  les 
directions  des  deux  au- 
tres. 

22. 

Si  on  forme  un  triangle 
de  trois  lignes  perpendi- 
culaires, respectivement, 
aux  trois  directions  des 
puissances  sus-mention- 
nées , chacune  de  ces 
puissances  sera  propor- 
tionnelle au  côté  du  trian- 
gle qui  est  perpendicu- 
laire à sa  direction. 

23- 

Lee  trois  puissances 
sus-mentionnées  et  les 
angles  formés  par  leurs 
trois  directions,  forment 
six  quantités , dont  trois 
se  calculent  par  les  trois 
autres  , au  moyen  des 
méthodes  trigonométri- 
ques  qu’on  applique  aux 
trois  côtés  et  aux  trois 
angles  d’un  triangle. 

2+- 

L’une  quelconque  des 
trois  puissances  en  équi- 
libre sur  un  paint , peut 
être  regardée  comme  ré- 
tultanit  et  les  deux  autres 
comme  competa/uts. 

• • ' 
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45.  Une  des  applications  les  plus  utiles  du  principe  de  la  compo- 
sition  et  de  la  décomposition  des  forces , est  de  décomposer  une  force 
appliquée  à un  point , en  trois  forces  respectivement  parallèles  à trois 
axes  perpendiculaires  entre  eux. 

46.  Cette  décomposition  est  d’un  usage  continuel  dans  la  méca- 
nique; et  sa  grande  utilité  vient  principalement  de  l’indépendance  qui 
existe  entre  les  actions  de  chaque  groupe  de  forces  parallèles , indépen- 
dance qui  permet  de  considérer  séparément  les  équations  de  l’équilibre 
ou  du  mouvement  pour  chacun  de  ces  groupes.  Nous  nous  en  sommes 
d’abord  servis  pour  obtenir  les  équations  d’équilibre  d’un  point  matériel 
sollicité  par  'des  puissances  quelconques.  Ces  équations  sont  au  nombre 
de  trois  ; savoir: 

f x.  . .Pcos.m'  + P"  cos.*"  4-  P cos.  *"  4-  &c.  as  O 

Conditions  de  l’équilibre  , | y > . _ />« cos.g'  4.  P"Cos.g,"  4-  P~ cos.  £"  4*  &c.  = o 

rir»llèlemcnt  à l’axe  des  { ^ /*cot.y  4.  pcos.y"  + P cos.  y”  4-  &c.  = a. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

* , y et  1 coordonné*»  du 
point  matériel  auquel  le» 
puissances  sont  appliquées. 

P‘ , P"  , icc.  puissances 
qui  font  respectivement  avec 
les  axes  des  x , y et  ç , des 
angles  a,  P,  y'  ; aT  , 3“  , 
y“  i &C. 

*î- 

D'un  point  pris  à vo- 
onté  sur  la  direction  de 
l’une  quelconque  P des 
trois  puissances  P,  Q , R 
en  équilibre  sur  un  point , 
menez  des  perpendiculai- 
res sur  les  directions  des 
deux  autres  puissances  Q 
et  R , et  joignez  par  une 
ligne  droite  les  pieds  de 
ces  deux  perpendiculai- 
res ; si  cette  dernière  li- 
gne est  supposée  repré- 
senter la  puissance  P , la 
puissance  Q sera  repré- 
sentée par  la  perpendicu- 
laire sur  la  direction  de 
/?  , et  la  puissance  P par 
la  perpendiculaire  sur  la 
direction  de  Q. 

*7- 

Décomposer  une  puis- 
sance en  trois  autres  pa- 
rallèles à trois  axes  coor- 
donnés , perpendiculaires 
entre  eux. 

28. 

Trouver  les  équations 
qui  exprimcntqu’un  point 
matériel  sollicité  par  des 
puissances  quelconques , 
est  en  équilibre. 

.E 
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47.  L’une  quelconque  de  ces  trois  équations  exprime  que  le  point 
matériel  est  à une  distance  invariable  du  pian  coordonné  perpendiculaire 
à l’axe  auquel  cette  équation  se  rapporte  ; condition  qui  peut  avoir  lieu 
sans  que  les  deux  autres  équations  soient  satisfaites.  De  même  deux  de 
ces  équations  peuvent  être  satisfaites , sans  que  la  troisième  le  soit  ; ce  en 
quoi  on  voit , dès  l’abord  , le  grand  avantage  de  cette  manière  de  décom- 
poser les  forces. 

48.  S.  toutes  les  puissances  agissent  dans  un  même  plan  parallèle  au 
plan  x,y.  les  équations  d’équilibre  se  réduisent  à deux  , qui  sont, 

P'  cos.  a -t-  P"  cos.  «"  -t-  P'"  cos.  a"  -s-  &c.  — o, 

P‘  sin.  a'  -+-  P " sin.  a“  -t-  P"'  sin.  -t-  &c.  = O. 

49.  Lorsque  les  puissances  appliquées  à un  point  matériel  ne  se 
font  pas  équilibre , on  peut , au  moyen  des  équations  suivantes , trouver 
la  direction  et  la  quantité  d’une  nouvelle  puissance  qui , appliquée  au 
point  matériel  , avec  les  précédentes , établisse  l’équilibre  : 

x y z 

P = V(X * -H  K*  -H  Zx)i  COS.  a =—  i COS.  £ — — ,-coj.  > — ~ , 

et  les  équations  des  projections  de  la  direction  de  la  résultante  sont , 

)'  Z 

y — / = — (*  — *')  ‘ c — £=  -y  (*  — *')• 

f 

jO.  Si  toutes  les  puissances  agissent  dans  un  même  plan  parallèle  à 

celui  des  x,  y , on  déduit  des  équations  précédentes  , 

X Y K j 

P — y (X*  y ’ ) ; COS.  a = -7  ; sin.  a = -y  / tang.  a.  — — , 

et  un  point  quelconque  de  la  direction  de  /"est  donné  par  l’équation 

Y 

y —/  = —(*  — *’)• 

Jl.  La  force  P , déterminée  par  le  problème  précédent , étant 
appliquée  dans  une  direction  contraire , pourra  remplacer  toutes  les 
forces  P , P , &c. , c’est-à-dire  qu’elle  sera  leur  résultante.  En  général , 
lorsqu’un  nombre  quelconque  de  puissances  est  en  équilibre  sur  un 
point  matériel , l’une  quelconque  de  ces  puissances  peut  être  considérée 
comme  la  résultante  de  toutes  les  autres. 

J 2. 0 N peut  se  proposer  de  substituer  aux  puissances  P,  P , &c.,  trois 
puissances  F , P,  F" , qui  feraient  avec  les  axes  des  x.y  et  des  angles 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

26. 

L’une  quelconque  des 

trois  équations  d'équili- 
jre  d’un  point  matériel 
>eut  avoir  lieu  séparé- 
ment , sans  que  les  autres 

29. 

aient  lieu  ; deux  de  ces 

Trouver  ce  que  de- 

équations  peuvent  aussi 

viennent  ces  équations 

être  satisfaites  ensemble 

lorsque  toutes  les  puis- 

sans  que  1a  troisième  le 

sances  agissent  dans  un 

soit. 

même  plan. 

30. 

Trouver  la  valeur  et 

P = résultante. 

(a  direction  d'une  puis- 

ai , fi  et  y sont  les  angles 

sance  qui  fasse  équilibre 

formés  par  la  direction  de  P 

- 

à un  nombre  quclcon- 

et  par  chacun  des  axes  des 

que  d'autres  puissances 

* , y et  j respectivement. 

appliquées  à un  point 

X =s  P‘  cos.  «'  -+-  &c. 

matériel. 

Y = P'  cos.  fi'  -t-  &c. 
2.  — P‘  cos.  7'  &c. 

3«> 

a1,  y et  sont  les  coor- 

Appliquer  la  solution 

données  du  point  commun 

du  problème  précédent 

d'application  des  puissances. 

au  cas  où  toutes  les  puis- 

x.  y et  7 sont  les  coordon- 

sances  agissent  dans  un 

nées  d’un  point  quelconque 
de  la  direction  de  la  résul- 

même  plan. 

tante. 

37* 

La  puissance  P déter- 
minée par  les  problèmes 
30  et  3 1 , étant  appli- 
quée dans  une  direction 
contraire , devient  la  ré- 

■ 

sultante  des  puissances 
P',  P"  c.  ; et  en  gé- 

néral , lorsque  des  puis- 

32. 

tances  sont  en  équilibre 

Substituer  à des  puis- 

sur  un  point,  Pune  quel- 

sances  en  nombre  et 

conque  d’entre  elles  peu 

quantités  quelconques  ! 
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donnés  dont  les  cosinus  seraient  respectivement  a! , a , J"  ; V , b“ , 
b'"  ; c1 , c“ , c"'  ; et  on  aura  les  valeurs  de  c es  puissances  par  les  équations 
suivantes  : 


X(b“  c~  — c"b")  KtV'a”  — a"  c" ) -f-  Z ( a"  b~  — b"  a") 

a'  (b“c“  — c“  b"")  -+-  b'  ( c"  a"  — a"  cm ) -t-  c'  ( a"  tP  — b"  a”  ) 

X ( b ‘ em  — e'  b“  ) Y ( c'  am  — a'  cm  ) -t-  Z ( a.'  b“  — b - a"  ) 

a"  ( b‘  e“  — c'  b”  J b"  ( c'  a”  — a’  c"  ) -+-  r“  ( a'  b“  — b'  am  ) 


X ( b"  c‘  — c‘  b"  ) Y ( c"  a‘  — a”  e'  ) -t-  Z ( a"  b’  — b“  a'  ) 

a"  ( b"  c'  — c"  b‘  ) •+•  b“  ( c"  a’  — a"  c'  ) -t-  e”  ( a"  b'  — b"  a'  ) * 


53.  Si  les  puissances  P , F" , & c. , agissent  dans  un  même  plan 
parallèle  à celui  des  s,  y , les  forces  cherchées  doivent  aussi  agir  dans 
le  même  plan , et  les  équations  précédentes  se  réduisent  à 

F'  = b'\*  ~ a[Yk,  ; F = F"  = o. 

54.  Les  équations  d’équilibre  d’un  point  matériel  (art.  4 6),  et  celles 
pour  trouver  la  résultante  d’un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées 
à ce  point , fournissent  une  construction  curieuse , au  moyen  de  laquelle 
on  peut  ou  vérifier  l’équilibre , ou  trouver  la  résultante  de  toutes  les 
puissances , s’il  n’y  a pas  équilibre.  (Théorème  28.) 


55.  Voici  d’autres  conséquences  des  équations  de  l’art.  4 6,  qui 
sont  d’une  très-grande  importance. 

Si  par  ie  point  sur  lequel  agissent  des  puissances  en  nombre  et  de  quantité  et 
direction  quelconques,  supposées  en  équilibre,  on  mène  une  ligne  droite  de  di- 
rection et  de  longueur  absolument  arbitraires;  en  multipliant  les  1 , 2,'  et 

3.*  équations  de  l’art.  4 6 , respectivement  , par / cos.  ou  , f cos.  /3,  f cos.  y , 
et  faisant  la  somme  des  produits , on  parviendra  à l’équation  unique 

P J>  coj.  J'  -t-  P‘  J>  co>.  8"  -v  P"  f coi.  J"  -t-  &c.  = o ( 1 ). 

Lorsque  les  directions  des  puissances  et  la  ligne  f sont  toutes  dans  un  même 
plan,  parallèle  au  plan  xy , en  multipliant  les  1.”  et  2.*  équations  de  l’art.  48, 
respectivement,  par  f sin.  ou  et  f cos.  ou,  et  prenant  la  différence  des  produits, 
on  a immédiatement 

P J*  sin.  Y P £ Sin.  J"  -t-  P"  J>sin.  8”'  -4-  &c.  = o (1) 

Pour  avoir  les  signes  de  sin.  6'  et  cos.  9'  > il  faut,  dans  le  plan  qui  passe  par  fa 
ligne  / et  par  la  direction  de  P' , concevoir  un  arc  de  cercle  dont  le  centre 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PR  0 B L£M  E S. 

être  regardée  comme  la 
résultante  de  toutes  les 
autres. 

qui  agissent  sur  un  point 
matériel,  trois  puissances 
qui  aient  des  directions 
données. 

• 

33- 

Appliquer  la  solution 
du  problème  précédent, 
au  cas  où  les  directions 
des  puissances  sont  dans 
un  même  plan. 

j>  est  la  longueur  arbitraire 
de  U ligne  droite  menée  parle 
point  commun  des  puissances 
en  équilibre. 

a , j8  et  y sont  les  angles 
respectifs  que  la  direction  de j> 
fait  avec  les  axes  des  x ,y  et  j. 

8',  8"  > 6"  , &c.  sont  les 
angles  respectifs  que  la  direc- 
tion de  fi  fait  avec  les  di- 
rections des  puissances  P' , 
P “ , Scc.  On  a cos.  $'  — 
cos.  et  cos.  <t*  -+-  cos.  0 cos.  /S' 
-t-  cos.  y cos.  et  ainsi 

des  autres  angles. 

28. 

Un  point  étant  solli- 
cité par  des  puissances 
en  nombre , directions 
et  quantités  quelconques, 
si  l’on  construit  un  poly- 
gone dont  les  côtés  , qui 
se  trouveront  en  général 
dans  des  plans  différens  , 
soient  respectivement 
proportionnels  à ces  puis- 
sances et  parallèles  à leurs 
directions  , ces  côtés  se 
succédant  dans  un  ordre 
quelconque  ( il  faut,  dans 
leur  succession  , avoir 
égard  au  sens  dans  lequel 
agit  chaque  puissance),  et 
le  premier  commençant 
au  point  de  concours  des 
puissances , la  distance 
entre  ce  point  de  con- 
cours et  l’extrémité  du 
dernier  côté  , représen- 
tera en  quantité  et  en 
direction  la  résultante  de 
toutes  les  puissances. 
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soit  au  point  commun  d'application  des  puissances,  l’origine  sur  la  ligne  j>,  et 
qui  se  termine  à un  point  de  la  direction  de  P',  vers  lequel  cette  puissance  P' 
tende  i pousser  le  point  commun  d’application  : la  valeur  angulaire  de  cet  arc 
de  cercle  sera  la  valeur  positive  de  8':  et  ainsi  des  autres  angles  8",  8'“»  &c. 

56.  D’où  on  conclut  les  deux  équations  remarquables, 

PAp'  -+-  P"  A p"  -h  &c.  = o ; P dp'  -+-  F dp"  -J-  &c.  = o. 
Les  produits  P dp' , F dp"  , &c.  ont  été  nommés  les  momtns  des  puissances 
P , F ; et  l'égalité  à zéro  de  la  somme  de  ces  momens,  qui  a lieu  , 
non -seulement  pour  un  point , mais  pour  un  système  quelconque  en 
équilibre  , constitue  ce  qu’on  appelle  le  principe  des  vitesses  virtuelles . 

Les  lignes  p' , p" , &c.  qui  se  terminent  au  point  d’application  des 
puissances , ont  leurs  origines  à des  distances  arbitraires  de  ce  point , sur 
les  directions  des  puissances  auxquelles  ces  lignes  se  rapportent  respecti- 
vement , placées  de  telle  manière  que  nommant  A le  point  d’application 
et  a l’origine  de  l’une  quelconque  des  lignes  p' , p" , Sic. , la  puissance 
dirigée  dans  la  ligne  a A agit  dans  le  sens  a A.  Cette  convention  établie, 
on  donnera  des  signes  diflerens  à dp' , dp ' , Sic. , ou  à Ap' , Ap" , & c. , 
suivant  que  ces  incrémens  seront  en  augmentation  ou  en  diminution 
de  p' , p" , &c.  ; et  cette  règle  n’est  qu’une  énonciation  particulière  de 
celle  donnée  à la  fin  de  l’art,  jj. 

57.  La  formule  P A p'  &c.  o,  ou  l’équation  ( 1 ) de 

l’art.  55  , donne  le  théorème  30;  et  en  considérant  ainsi  une  sphère 
qui  passe  par  le  point  d’application  des  puissances , on  a un  moyen 
facile  d’assigner  aux  termes  de  ces  équations  les  signes  respectifs  qu'ils 
doivent  avoir , en  distinguant  les  puissances  qui  tendent  à pousser  le 
point  d’application  au -dedans  de  la  sphère,  de  celles  qui  tendent  à 
produire  l’effet  contraire  ; les  termes  relatifs  aux  premiers  ayant  le  signe 
positif,  ceux  relatifs  aux  dernières  doivent  avoir  le  signe  négatif,  ou 
réciproquement, 

58.  L’équation  (a)  de  l’art,  j 5 , fournit  les  théorèmes  31  et  32: 
on  pourra  suppléer  à la  règle  des  signes , donnée  à la  fin  de  l’art.  3 5 , 
en  concevant  un  cercle , tracé  dans  le  plan  des  forces , tangent  à la 
ligne  p au  point  commun  d’application  de  ces  forces , et  en  donnant , 
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l.re 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

A p' , A p"  , &.C.  «ont  les 
projections  respectives  de  la 
ligne  j>  sur  les  directions  des 
puissances  P' , P" , & c. 

dp‘  , dp"  j &c.  sont  les 
projections  respectives  , sur 
les  mêmes  directions  , de  la 
ligne  p supposée  infiniment 
petite. 

AI. 

De  ce  qu’on  en- 
tend par  le  prin- 
cipe des  vitesses 
virtuelles , et  par 
le  mot  moment 
considéré  quant 
à l'application  de 
ce  principe. 

29. 

Le  principe  des  vitesses 
virtuelles  a lieu  dans  l'é- 
quilibre d’un  point  ma- 
tériel sollicité  par  des 
puissances  de  quantités  et 
directions  quelconques. 

30. 

Si  du  point  de  concours 
de  plusieurs  puissances 
en  équilibre  1 on  mène 
une  ligne  droite  de  gran- 
deur et  de  direction  ar- 
bitraires , et  que  sur  cette 
ligne  comme  diamètre, 
on  construise  une  sphère, 
la  somme  des  produits  de 
chaque  puissance  par  la 
partie  de  sa  direction 
comprise  au-dedans  de  la 
surface  sphérique  , est  é- 
gale  à zéro,  en  prenant 
les  signes  des  produits 
de  la  manière  indiquée 
art.  j 7. 

31* 

Plusieurs  puissances  , 
dirigées  dans  un  même 
jlan  , sur  un  point  uni- 
que , étant  en  équilibre; 
si  d’un  autre  point  pris 
dans  le  même  plan  , on 
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respectivement,  des  signes  contraires  aux  termes  relatifs  aux  forces  qui 
tendent  à pousser  ce  point  ou  en  dedans  ou  en  dehors  du  cercle. 

59.  La  somme  de  tous  les  produits  Pf  sin.  G',  &c.,  art.  5 5 , équa- 
tion (a) , est  ce  qu’on  appelle  communément  somme  des  momens,  expression 
qu’il  faut  distinguer  de  celle  dont  la  définition  2 1 .*  donne  le  sens.  Le 
lecteur  verra  par  l’article  cité  , que  la  manière  dont  je  démontre  les  pro- 
positions fondamentales  de  la  théorie  des  momens , en  même  temps  qu’elle 
est  nouvelle,  réunit  la  simplicité  à la  généralité  , et  a l’avantage  de  se  dé- 
duire immédiatement  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  dont  elle  n’est 
pour  ainsi  dire  qu’une  énonciation  particulière. 

Les  auteurs  de  différens  traités  de  mécanique,  publiés  depuis  un  siècle  , font 
un  grand  usage  de  la  théorie  des  momens  pour  déterminer  une  partie  des  conditions 
de  l’équilibre  des  systèmes  étendus  et  figurés  ; mais  la  manière  dont  ils  l’emploient , 
introduit  dans  les  équations  d’équilibre  la  considération  du  mouvement  de  rota- 
tion, ou  de  la  tension  à ce  mouvemtnt;  et  j’ai  voulu  éviter  un  rapprochement 
pareil,  qui  embarrasse  toujours  les  commençans,  et  jette  même,  dans  leur  esprit, 
quelques  nuages  sur  la  rigueur  des  démonstrations. 

Voici,  pour  remplir  ce  but , un  moyen  de  parvenir  aux  équations  d’équilibre 
d’un  système  {tendu  et  figuré , qui  me  semble  nouveau,  et  qui  réunissant  à beau- 
coup de  simplicité  et  de  rigueur,  l’avantage  de  dispenser  d’avoir  en  mécanique 
une  théorie  des  momens  particulière  et  séparée,  rend  ainsi  les  premières  études 
moins  pénibles  et  plus  profitables. 

60.  L’éten  due  et  la  figure  sont  deux  des  idées  abstraites  consignées 
dans  le  tableau  de  l’article  1 , que  je  n’avais  point  encore  fait  entrer 
en  considération , ne  m’étant  occupé  que  de  l’équilibre  et  du  mouvement 
d’un  point  matériel.  Je  les  réunis  maintenant  à la  force , la  masse , Y impé- 
nétrabilité et  Y inertie , faisant  abstraction  du  temps  lorsque  je  ne  traiterai 
que  les  questions  d’équilibre. 

De  plus , je  ne  m’occuperai , en  premier  lieu  , que  d'un  système  de 
points  matériels  renfermés  dans  un  même  plan  où  se  trouvent  aussi  les 
directions  des  forces,  les  distances  respectives  de  ces  points  matériels  étant 
supposées  invariables , et  leur  système  étant  libre , c’est-à-dire , n’ayant 
aucun  de  ses  points  assujetti , ou  à une  position  absolue  dans  l’espace, 
ou  à se  mouvoir  sur  une  ligne  ou  une  surface. 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEO  R E MES. 


PROBLÈMES. 


Des  marnent, 
dans  l'acception 
que  les  auteurs 
qui  ont  écrit  sur 
la  .mécanique 
donnent  le  plus 
communément  à 


mène  des  perpendiculai- 
res sur  les  directions  de 
toutes  ces  puissances , la 
somme  des  moment , ou 
des  produits  de  chaque 
puissance  par  les  perpen- 
diculaires menées  sur 
leurs  directions  respecti- 
ves , est  égale  à zéro , en 
prenant  les  signes  des 
produits  de  la  manière 
indiquée  art.  58. 

31- 

Lorsque  plusieurs  puis- 
sances qui  agissent  dans 
un  même  plan  , sont  ap- 
pliquées à un  point  uni- 
que, la  somme  de  leurs 
momens  par  rapport  à un 
autre  point  quelconque 
situé  dans  le  même  plan  , 
est  égale  au  moment  de 
leur  résultante,  par  rap- 
port au  même  point. 


34- 

Vérifier  l’équilibre  , 
lorsqu'il  existe , ou , s’il 
n'existe  pas,  trouver,  par 
des  compositions  succes- 
sives , la  résultante  de 
tant  de  puissances  qu'on 
voudra,  dirigées  dans  un 
même  plan  où  se  trouve 
un  système  de  points  ma- 
tériels, à distances  inva- 
riables, auxquels  ces  puis- 
sances sont  appliquées. 
Art.  6t. 


Une  force  qui  agit  sur 
un  corps  ou  sur  un  sys- 
tème de  points  matériels 
liés  entre  eux,  peut  être 
censée  appliquée  à un 
point  quelconque  de  sa 
direction.  Art.  6t. 


Trouver  les  équations 
d’équilibre  d’un  système 
de  trois  points  matériels 
à distances  invariables  , 
sollicités  chacun  par  une 
puissance  qui  est  dirigée 
dans  le  plan  où  les  trois 
points  sont  placés.  Art. I 
63. 

Appliquer  la  solution 
du  problème  précédent 
au  cas  où  les  trois  forces 
ont  des  directions  pa- 
rallèles. Art,  6f. 
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6 1.  Quelle  que  soit  la  forme  et  la  direction  de  ce  système,  si 
l’on  fait  attention  qu’une  force  peut  être  censée  appliquée  à un  point 
quelconque  de  sa  direction , il  sera  toujours  possible , en  employant 
des  constructions  géométriques , de  composer  successivement , deux  à 
deux , les  puissances  ou  leurs  résultantes , jusqu’à  ce  qu’on  parvienne 
à une  résultante  unique , qui  sera  égale  à zéro  dans  le  cas  de  l’équilibre. 

6 Z-  Mais  pour  exprimer  analytiquement  les  conditions  de  cet  équi- 
libre , supposons  d’abord  que  le  système  est  composé  de  trois  points 
sollicités  chacun  par  une  puissance;  puisque,  art.  6 o,  on  se  donne  la 
condition  que  les  forces  agissent  dans  le  plan  qui  renferme  ces  points , ce 
qui  reste  à faire  pour  établir  l’équilibre  du  système  , consiste  à énoncer , 
i.°  que  les  directions  des  forces  concourent  en  un  point  unique  qui  pourra 
être  regardé  comme  leur  point  commun  d’application;  a.°  quelles  peuvent 
se  réduire  ou  à deux  forces , ou  à deux  couples  de  forces  égales  et  agissant 
en  sens  contraire. 

63.  VOICI  le  précis  de  l’analyse  qui  conduit  aux  équations  par  lesquelles  ces 
conditions  s’expriment:  P1 , P' , P " étant  les  puissances  ,p‘,p",  p"  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  l’origine  sur  leurs  directions , et  a! , ttJ' , al'"  les  angles  formés  par 

ces  directions  et  par  l’axe  des*,  on  a d’abord  les  équations  (1)...  — = ' “ ~ , 

’ ' ' f“  iin.  (a-  - SJ  ’ 

, 1 r'  sin.  (a'  — V . , , .... 

et  (2) ...  — = ~sin  g ! ' t3l"  énoncent  que  les  trois  directions  se  coupent 

en  un  point  commun , placé  sur  une  ligne  faisant  un  angle  0 avec  l’axe  des  *. 
Ensuite  les  équations  { 3 ) . . . P'  cos.  et,'  -+-  P"  cos.  et,''  -s-  P ” cos.  eC“  — o ; 
et  (4) ...  P sin.  cl'  -t-  P'  sin.  et"  -+-  P “ sin.  et"1  = o , déduites  de  celles  de 
l’art.  48  , énoncent  que  les  composantes  parallèles  aux  * et  aux^  , sont  respec- 
tivement égales  et  de  signes  contraires  : on  lire  de  ces  deux  dernières  équations, 
cos.  0 (P  sin.  et'  -+-  P"  sin.  cl"  P"  sin.  a.'" ) — sin.  0 (P  cos.  a.'  P'  cos.  cl" 
-t-  P"  cos.  <t"7  = o , ou  (5  )...  P'  sin.  («J  — QJ  -+~  P“  sin.  (cl"  — 0) 

P"  sin.  (a.'°  — 0^  = o;  et  éliminant  sin.  — 0^  et  sin.  ( cl"  — 0^,  au 
moyen  des  équations  ( 1 ) et  ( a) , on  a , ( 6 ).. . P' p'  -+-  P' p"  -+-  P" p‘“  ~ 0; 
les  équations  ( 5 ) et  (6)  remplacent  celles  ( 1 ) et  (2),  et  toutes  les  conditions 
qu’on  voulait  exprimer , sont  renfermées  dans  les  équations  (3).  (+}.($)  et  (6J; 
mais  ( 5 ) , qui  est  vérifiée  par  ( 3 ) et  (4),  n’ajoute  rien  à ce  que  disent  les  équa- 
tions (3)  et  (4I,  donc  ces  conditions  sont  complètement  et  rigoureusement 
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énoncées  par  les  trois  équations  *, 

P'  cos.  ot'  -t-  P cos.  et"  -+-  P'“  cos.  et'"  = o 

P'  sin.  et/  -+-  P"  sin.  et"  -+-  P“  sin.  et"'  = o 

P'  p •+■  P"  p"  -+-  P"‘  p'"  = o 


* 


Il  est  aisé  de  voir  pourquoi  les  équations 


£_ 

F" 


sin.  (x‘  — 8/  f' 

■■  '■  ■'■■■  Cl  — 

sin.  (x"  — p ' 


— - expriment  que  les  directions  de  P'  , P"  et  Pm  se  rencontrent,  au  même 

sin.  (*m  - jy 

point,  sur  une  ligne  faisant  un  angle  8 avec  l’axe  des  x/  la  distance  , prise  sur  cette  ligne  , 
de  l'origine  au  point  commun  d’intersection,  est  l’hypothénuse , pareillement  commune  aux 
trois  triangles  rectangles  dont  les  autres  côtés  sont  p' , p" , pm  , qui  se  coupent  à l’origine  , 
et  les  parties  des  directions  de  P' , P"  et  P“  comprises  entre  l’intersection  commune  de  ces 
directions  et  p' , p“  et  pm.  Or,  lorsque  des  triangles  rectangles  ont  ainsi  une  hypothénuse 
commune,  les  côtes  qui  aboutissent  i une  des  extrémités  de  cette  hypothénuse  , sont  entre 
eux  comme  les  sinus  des  angles  qui  ont  leurs  sommets  à l’autre  extrémité,  et  c’est  ce 
qu’expriment  les  deux  équations  ci-dessus. 

Si  dans  cette  équation  on  développe  sin.  (a'  — %)  , sin.  (x"  — $)  et  sin.  ( x'"  — 9 J 

et  qu’on  prenne  les  valeurs  de  "*  , ou  tang.  8,  données  par  chaque  équation,  on  aura 


tang.  9 = 


p sin.  a — p sin. 


et  tang.  9 — 


p sin.  a — p sm.  a 


faisant  passer 


p1  cos.  a'  — p'  cos.  a"  ° pm  cos.  a'  — p'  cos.  a*“ 

par  l’origine  une  ligne  qui  fasse  avec  l’axe  des  x l’angle  dont  on  vient  de  calculer  la  tangente , 
et  portant  sur  cette  ligne  , à compter  de  l’origine , une  longueur  égale  à l’une  des  trois  va- 


leurs —r — ■,  — — ou  —A — —,le  point  commun  d’intersection  sera  à l'extrémité  de  cette 
sin.  J'  sin.  8*  sin.  8"  r 

longueur. 

Si  l’on  égale  les  deux  valeurs  de  tang.  6,  on  énoncera  que  l’intersection  de  p'  et  p"  et 
celle  de  p'  et  se  trouvent  sur  une  meme  ligne  , faisant  un  angle  9 avec  Taxe  des  x } on 
exprimera  donc  , par  une  seule  équation  , que  ces  deux  intersections  coïncident  ou  que 
les  trois  lignes  se  rencontrent.  Formant  l’égalité  dont  je  viens  de  parler , et  réduisant  au 
même  dénominateur , on  trouve  o — p'  ( sin.  a."  cos.  a“  — cos.  a"  sin.  a™ J — p“ 
( sin.  a cos.  xm  — cos.  a'  sin.  am ) -4-  ( sin.  a'  cos.  a"  — sin.  ce"  cos.  a' ) , ou 

O — p'  sin.  ( x'  — xm  J — p * sin.  ( x — x“' ) -4- p “ sin.  ( «'  — at”^.  ■ . ( A ) . 

Je  vais  dire  un  mot  d'une  autre  manière  de  démontrer  très -simplement  les  équations  d’é- 
quilibre de  l’art.  63  , en  se  les  donnant  A priori,  et  prouvant  qu’elles  satisfont  aux  conditions 
énoncées  dans  l'article  cité.  Pour  cela,  on  rapportera  les  angles  a' , «"  et  a™  à une  ligne 
passant  par  un  point  de  position  arbitraire , dans  le  plan  où  agissent  les  forces  ( point  qui 
sera  l’origine  de  p' , p " et  p'“  ) , et  par  l’intersection  des  directions  de  deux  de  ces  forces  , 
savoir,  P’  et  P".  Nommant  a la  distance  du  point  arbitraire  à ce  point  d’intersection;  etx  la 
distance  du  même  point  arbitraire  à celui  de  rencontre  entre  la  ligne  a et  la  direction  de  P"' , la 
troisième  équation  P'p'  -t-  P" p"  -4-  P‘“ p“‘  zs  o se  changera  en  P'  a sin.  et’  ■+■  P"  a sin.  x 
•+-  P’"  x sin.  xm  = o : mais  l’équation  P'  sin.  «'  -t-  P"  sin.  et"  -4-  P *in.  donne 
P'  sin.  «’  -4-  P"  sin.  «"  = — P’"  sin.  a"  , valeur  qui  , introduite  dans  l’équation  entre  x 

.F  2 
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qui , dans  le  cas  d’équilibre , ont  lieu , quelles  que  soient , dans  le  plan  des  forces, 
l’origine  de  p , p" , p'“  et  la  ligne  à laquelle  se  rapportent  les  angles  a,' , et,"  et  «t'". 

64.  La  troisième  de  ces  équations  est  la  même  que  celle  qu’on  déduit  ordi- 
nairement du  théorème  3 t des  moment  : mais  on  voit  qu’elle  n’est  introduite  ici 
que  par  des  considérations  purement  géométriques  relatives  aux  directions  des 
forces.  Or,  lorsqu'on  a les  équations  d'équilibre  de  trois  forces  agissant  dans 
un  meme  plan,  on  en  déduit , sans  avoir  recours  à aucune  autre  considération, 
celle  de  l’équilibre  d’un  nombre  quelconque  de  forces  agissant  aussi  dans  un 
meme  plan,  art.  71  et  72.  De  plus,  l’hypothèse  du  parallélisme  des  directions 
réduit  les  trois  équations  de  l'article  précédent  à deux;  P‘  -t-  P'  -+-  P1"  ~ o , 
P1  p'  -t-  P p'  ■+■  P" p"  = o , qui  assurent  l’équilibre  , lorsqu’on  sait  d'ailleurs 
ou  qu’on  pose  pour  condition  que  les  forces  agissent  dans  le  même  plan  : mais , 
si  le  parallélisme  des  forces  est  la  seule  condition  donnée  à priori , alors , pour 
établir  l’équiiibre,  il  faut  énoncer  ces  deux  autres  conditions  ; savoir  , i.*  que 
les  trois  forces  parallèles  agissent  dans  un  même  plan  ; 2.0  que  leurs  quantités , eu 


et  a , donnera  x = a.  Ainsi  il  résulte  de  la  coexistence  des  équations  P' p'  -s-  P"  p“  -+- 
Pmp“'  — o , et  P‘  sin.  «’  -t-  P " sin.  «"  -t-  P'"  sin.  = o , que  les  directions  des  trois  forces 
se  rencontrent  au  même  point  ; et  en  y réunissant  l'équation  P'  cos.  a'  -t-  P"  cos.  a" -t- 
P“  cos-  a"  = o,  on  énoncera  toutes  les  conditions  demandées.  11  ne  faut  pas  perdre  de 
vue  qu’en  disant  que  les  deux  dernières  équations  ont  lieu  par  rapport  à une  ligne  particulière, 
située  dans  le  plan  où  agissent  les  forces  , on  dit  que  des  équations  de  même  forme  ont  lieu 
par  rapport  à toutes  les  lignes  situées  dans  le  même  plan. 

Pour  réunir  dans  cette  note  tout  ce  qui  est  relatif  aux  équations  fondamentales  d’équilibre , 
je  la  terminerai  par  la  démonstration  de  celles  qui  se  rapportent  aux  forces  parallèles.  Je 
pose  pour  condition  unique,  que  trois  forcés  P' , P " et  P"  ont  des  directions  parallèles 
entre  elles  et  à l’axe  des  j,  rencontrant  le  plan  xy  en  des  points  dont  les  coordonnées  sont 
respectivement  x' , y'  j x",  y"  t x”,  y“  1 les  équations  qui  exprimeront  que  ces  trois  forces 
se  font  équilibre,  doivent  énoncer,  i.°  que  leurs  directions  sont  dans  le  même  pian,  ou 
que  leurs  points  de  rencontre  avec  le  plan  xy  sont  dans  une  même  ligne  droite;  2.*  qu’elles 
satisfont  aux  conditions  établies  , art.  64. , pour  les  distances  entre  les  directions  de  trois 
forces  parallèles  qui  agissent  dans  le  même  plan , conditions  déduites  de  l’art.  63.  Or, 

toutes  ces  choses  sont  dites  dans  les  trois  équations  —y ...  ( 1 ) ; 

p-  / [ (x-  - x’;*  (y  -/;•]  + P- /[ (x-  - «y  (y- -/;•]  = o . . . ( 2 ); 


— v' 

P'  -t-  P"  ■+■  P"‘  = o.  . . (3  ) ; la  seconde  donne  P"  ( x”  — x')  V [ t -t-  ( — 1*1 

x"  — x 

p-( x" - »y  ✓[ , ^ ~y,  ;*]=o,  et  P"  (y-/)  ✓ [»->-  (~~  x\  ;’] 

* — * y — v 

-t-  P“  (ym — y')  ✓[  i -t-  ( — — —J‘]  = o,  qui,  combinées  avec  l’cquation  (i), 

donnent  P’  (x"  — x‘ ) P~  ( xm  — x‘ ) = o j P'  (y"  —y’)  -t-  p-  (y-— y J — o. 
Cet  dernières,  qui  réaultent  des  équations  ( I ) et  ( 2 } , peuvent  les  reproduire  et  les  repré- 
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égard  aux  sens  dans  lesquels  elles  agissent,  et  les  distances  entre  leurs  directions  , 
satisfont  aux  deux  équations  précédentes  : et  ces  deux  dernières  conditions  sont 
énoncées  par  les  trois  équations  de  l’article  76  ( Voye%  la  note  de  l'article  63  ). 
desquelles  je  déduis  ensuite,  art.  77  et  78  , les  équations  d’équilibre  d’un  nombre 
quelconque  de  forces  à directions  parallèles , agissant  dans  des  plans  quelconques, 
qui  se  trouvent  ainsi  liées  à celle  de  l’article  précédent. 

65.  En  combinant  les  équations  d’équilibre  des  forces  agissant  dans  le  même 
plan,  avec  les  équations  d’équilibre  des  forces  parallèles  agissant  dans  des  plans 
quelconques,  on  obtient , art.  134,  1 3 5 et  suivans,  les  conditions  de  l’équi- 
libre des  forces  de  quantités  et  directions  quelconques  ; au  moyen  de  quoi  tout 
ce  qui  concerne  les  systèmes  libres  se  trouve  déduit  des  considérations  et  des 
équations  des  art.  6z,  63  et  64.  Les  cas  d’équilibre  des  systèmes  assujettis  à 
tourner  autour  de  points  ou  de  lignes  üxes,  s’en  déduisent  également , puisqu’ils  se 

senter,  et  expriment  par  conséquent  avec  l'équation  { 3 ),  toutes  les  conditions  de  l'équi- 
libre des  trois  forces  parallèles;  si  l’on  ajoute  à chacune  de  ces  dernières  , respectivement , 
x‘  (P'  P"  -4-  P‘“  ) tt  y ( P'  -s-  P " -1-  P'“  ) 1 quantités  nulles  par  elles-mêmes, 
en  vertu  de  l’équation  (3  ),  les  équations  d'équilibre  des  trois  forces  parallèles  seront, 
en  ne  se  donnant  à priori  d'autre  condition  que  celle  de  leur  parallélisme  , 

P‘  -4-  P"  -4-  P"‘  — o ; P x'  -4-  P"x’  -4-  P"'  = o ; P'y'-y-  P ' y"  •+•  pmym  = q. 

Si  les  forces  parallèles  faisaient  avec  le  plan  xy  un  autre  angle  que  l’angle  droit,  on  les 
décomposerait  chacune  en  trois , respectivement  parallèles  aux  trois  axes  coordonnés  , dont 
deux  agiraient  dans  le  plan  xy  ; et  au  moyen  de  ce  qui  précède  et  des  formules  de  l’art.  70, 
on  aurait  sept  équations  pour  établir  l'équilibre  des  trois  groupes  ; mais  trois  de  ces  équations 
seraient  de  la  forme  A ( P'  -4-  P"  -+-  Pm ) — o , deux  de  la  forme  B ( P'  x'  -4-  P“  *"  -4- 
P‘"  x”  ) = o , et  deux  de  la  forme  C ( P’ y'  -4-  P" y"  -+-  Pm ym ) s=  o.  Ces  sept  équations 
se  réduiraient  donc  aux  trois  que  nous  venons  de  trouver,  qui  expriment  ainsi  les  conditions 
de  l'équilibre , quel  que  soit  l’angle  de  la  direction  commune  des  forces  et  du  plan  xy. 

Ainsi  la  démonstration  des  équations  de  l’art.  76,  et  par  conséquent  de  celles  des  art.  77 
et  78  , qui  se  rapportent  à un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles  agissant  dans  des  plans 
différent,  est  entièrement  dégagée  de  toute  considération  des  moment;  et  comme,  de  ces 
équations  et  de  celles  de  l’art.  63  , on  déduit  les  conditions  de  l'équilibre  d’un  système  quel- 
conque , on  peut  se  dispenser  de  faire  étudier  aux  commençant  une  théorie  séparée  et  parti- 
culière des  moment,  et,  ce  qui  est  encore  plus  avantageux,  leur  démontrer , très-sim- 
plement et  très-rigoureusement,  toute  la  statique , sans  mêler,  en  aucune  manière,  les  idées  de 
mouvement  aux  notions  d’équilibre.  Voilà  (en  l’an  8 ) la  troisième  année  que  j’emploie  cette 
méthode,  avec  succès,  à l’École  polytechnique.  Quelques-uns  des  jeunes  gens  qui  suivent 
mes  cours , se  sont  exercés  à varier  les  démonstrations  que  je  donnais , et  à en  trouver  de  nou- 
velles , parmi  lesquelles  j’ai  distingué,  le  mois  dernier  (floréal) , celle  du  C.,n  Franeaeur  , 
répétiteur  , qui  a pris , pour  axe  des  * , la  ligne  passant  par  l’origine  de p' , p" , p " , et  par 
l’intersection  commune  des  directions  de  P' , P"  et  P‘";  et  celle  du  C.'“  Derché , élève , qui 
s'est  servi  de  l'équation  ( A)  ci-dessus,  à laquelle  il  est  parvenu  par  une  analyse  particulière. 
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réduisent  à énoncer,  art.  79  et  suivant,  1 37  et  sui  vans  ,&c.,  que  les  forces  résultantes 

qu’on  peut  substituer  aux  forces  données , passent  par  les  points  ou  les  lignes  fixes. 

J’entre  dans  ces  détails,  afin  que  ceux  de  mes  lecteurs  qui  ont  déjà  quelques 
connaissances  de  mécanique  , voient  d'avance  comment  en  effet  on  peut  sim- 
plifier les  premières  études,  en  en  supprimant  ce  qu’on  appelle  la  théorie  des 
momens , et  comment  les  équations  qu’on  déduisait  de  cette  théorie,  sont  données 
par  de  pures  considérations  géométriques  qui  ne  sont  mêlées  à aucune  idée  anti- 
cipée de  mouvement.  II  faut  cependant  conserver  dans  la  langue  scientifique 
le  mot  moment,  ou  un  mot  équivalent;  et  les  propriétés  des  momens,  lorsqu’on 
ne  voudra  pas  les  déduire  immédiatement  du  principe  des  vitesses  virtuelles  , 
comme  je  l’ai  fait,  pourront  être  regardées  comme  des  conséquences  des  équa- 
tions d’équilibre  auxquelles  elles  servaient  d’abord  de  fondement. 

66.  Veut-on  maintenant  trouver  la  résultante  P de  deux  puissances  dirigées 
dans  un  même  plan  , et  appliquées  à deux  points  matériels,  situés  dans  ce  plan, 
dont  la  distance  est  invariable  ; on  a les  équations 

P'p'  -t-  P"  y 


P = Y(Xk  -v-  Y'  ) t p = ■ 
X 

-,  ou  sm.  a = 


V(\‘  -t-  Y‘) 
Y 


Y(Xk-y-Yk)‘  ~~  Y(  X‘  ■+•  Y1)  ’ 

au  moyen  desquelles  la  quantité  et  la  direction  de  la  résultante  sont  entièrement 
déterminées. 

67-  S 1 les  points  d’application  des  deux  puissances  sont  donnés  de  position, on  aura 

„ , , v,  .v»,. Y . P"  (/ cos.«'— <y'eoa.«"-*"ain.<; 

* — y < a -t-  / j , y — — * -t . 

La  seconde  équation  est  celle  du  lieu  géométrique  de  tous  les  points  auxquels  la 

résultante  peut  être  appliquée  pour  satisfaire  aux  conditions  demandées.  C’est 

l’équation  de  la  ligne  de  direction  de  cette  résultante  qui  fait  avec  l’axe  des  x , un 

Y ... 

angle  dont  la  tangente  = — , et  qui  coupe  l’axe  des  y à une  distance  de  1 origine 

_ F (y*  cos.  et,*  — J sin.  et!  ) -4-  F"  (/*  cos.  et!*  — x"  sin.  et") 


Ainsi  tout  est  déterminé  par  les  deux  équations  précédentes. 

68.  Appliquant  les  formules  précédentes  au  cas  de  deux  forces,  dont  les 
directions  sont  parallèles  et  font  un  angle  a avec  l’axe  des  x,  on  a 

P,p‘  -t-  P"  p" 


P = />'  -t-  P"  t p = 


cos.  « — cos.  a . 


P p" 

la  résultante  est  parallèle  aux  deux  composantes. 

6p.  Introduisant  les  coordonnées  des  points  d’application,  on  a 
P = P'  ■+■  P" . . . y = * tang.  a -t- 


F y*  -H  F' y*  — (FJ  -4-  P"  F)  tang.  a 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉOR  ÉMES. 

PROBLÈMES. 

i*=  (P'cct.  a.'  + r « «-  )’ 
>'=,!"» n.  <X'  -+•  /"  rtn. 

« = I’»ngle  formé  pir  Ii 
direction  de  1*  résultante  ci 
par  l’axe  des  x. 

x,  y sont  les  coordonnées 
d’un  point  quelconque  de  fa 
direction  de  cette  résultante. 

*' , *"  et  y' , y"  sont,  res- 
pectivement, les  coordonnées 
des  points  d’application  des 
puissances  P'  et  P“  \ la  direc- 
tion de  P' fait  un  angle  et 

celle  de  P“  un  angle  a"  avec 
l’axe  des  x. 

37- 

Deux  puissances  qui 
agissent  dans  un  même 
plan  , étant  données  en 
quantités  et  en  direc- 
tions, trouver  les  équa- 
tions qui  déterminent  la 
résultante , l’angle  que 
fait  sa  direction  avec  une 
ligne  donnée  de  posi- 
tion , et  la  plus  courte 
distance  de  cette  direction 
à un  point  pris  sur  la 
ligne  donnée. 

38. 

Introduire  dans  la  so- 
lution du  problème  pré- 
cédent, les  coordonnées 
des  points  d’application 
des  forces. 

a — l’angle  formé  par  la 
direction  commune  des  puis- 
sances et  par  l’axe  des  x. 

\ 

39- 

Trouver  la  résultante 
de  deux  forces  parallèles 
à une  ligne  donnée  de 
position. 

40. 

introduire  dans  les  for- 
mules la  condition  que 
les  deux  forces  sont  pa- 
rallèles à l’axe  des  x. 
Art.  y b. 
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•jO.  Et  enfin, 
l'axe  des  x , on  a 


COURS  DE  MÉCANIQUE, 
si  a = o , ou  si  les  deux  puissances  données  sont  parallèles  à 


P — P'  P"  ! y — 


ry  -4-  P“y“ 
F -t-  F' 


71.  Il  est  aisé  de  passer  de  ces  équations  fondamentales  à celles 
qui  expriment  l’équilibre  d’un  nombre  quelconque  de  forces  agissant 
dans  un  même  plan  sur  un  système  de  points  matériels , à distances 
invariables , situés  dans  ce  plan.  En  effet , dans  le  cas  de  quatre  forces 
et  quatre  points,  on  substitue  à deux  des  forces  leur  résultante  (par  les 
formules  des  art.  66  ou  6y),  que  l’on  combine  ensuite  avec  les  deux 
autres  forces , et  on  obtient  des  formules  tant  pour  l’équilibre  de  quatre 
forces , que  pour  la  détermination  de  la  résultante  de  trois  forces.  Ce 
cas  sert  à résoudre , par  un  procédé  semblable , celui  de  cinq  forces 
et  de  cinq  points,  et  ainsi  de  suite;  ce  qui  donne  pour  l’équilibre  d’un 
nombre  quelconque  de  forces  et  de  points , 

P‘  co«.  et'  -+-  P"  coj.  *"  ■+■  Pm  co».  et"  -t-  &c.  =:  o 

P ’ »in.  a'  -4-  P " «in.  et'  -4-  P"  »in.  et”  -4-  &c.  = o 

P'  p‘  P“  p"  ■+■  P"  p",  -4-  & c.  = o. 

y Z-  Et  si  l’on  veut  introduire,  dans  les  formules,  les  coordonnées  des 
points  d’application  des  puissances , on  aura 

P'  CO»,  o'  -4-  P“  CO»,  et"  -4-  P~  CO»,  et"  -4-  &c.  = o 

P‘  lin.  et'  -4-  P'  tin.  et”  -4-  Pm  »in.  et"  &c.  = o 

P‘  (y'  CO»,  et'  — æ'sin.etV  -4-  P"  (y"  cos.  a"  — x“  sin.  a")  -4-  &c.  = O. 


73.  St  l’équilibre  n’a  pas  lieu  , on  trouvera  la  quantité  et  la  direction 
de  la  résultante  par  les  équations 


: P — Y (Xx  — f—  Y*);  p 
cos-  * TTF^TFT ; ou  ’ sin‘  * 


P'  p‘  -+-  P‘ p”  -t-  &c. 

V (X*  -t -Y'  ) 

y 

✓ (X1  -4-  Y' J ' 


74..  Ou  en  introduisant  les  coordonnées  des  points  d’application 

P = Y(X%  -+-  Y v 

Y . P'  (y'  co*-  et'  — »'  »in.  et'^  -4-  P'  (y'  co».  et"  — »"»in.  a")  -4-  &C. 


y=~x 


y y Si  l’on  veut,  maintenant,  déterminer  la  résultante  dans 
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NOTATION. 

DEFINITIONS. 

THEOREMES. 

PROBLÈMES. 

• 

• 

Trouver  les  équations 
d’équilibre  d'un  nombre 
quelconque  de  puissances 
dirigées  dans  un  même 
plan,  et  appliquées  à un! 
système  de  points  maté- 
riels à distances  in  varia- j 
blés,  situé  dans  cc  plan. J 

P\  Pn , P‘%  &c.,  puis- 
sances Appliquées  aux  diffé- 
rer»* points  du  système  dont 
les  coordonnées  sont  x‘ , y'  ; 

*m  > ym : &c- 

a',  a ' , et",  &c. , angles 
formes  par  les  directions  des 
puissances  et  par  l’axe  des  x. 

p' ,p"  ,pm  , &c. , longueurs 
des  perpendiculaires  menées 
de  l'origine  des  coordonnées 
sur  les  directions  des  puis- 
sances. 

X , V,  sommes  des  com- 
posantes des  puissances  prises 
parallèlement  aux  axes  des 
x et  des  y. 

41- 

Introduire  dans  ces 
équations  les  coordon-j 
nées  de  points  d'appli- 
cation des  puissances.  | 

4?-' 

Trouver  la  quantité  et 
la  direction  de  la  résul- 
tante d’un  nombre  quel- 
conque de  puissances  di- 
rigées dans  un  mente; 
plan  et  appliquées  à un! 
système  de  points  maté- 
riels à distances  inva- 
riables , situé  dans  ce! 
plan. 

44- 

Introduire  dans  la  so- 
lution du  problème  pré- 
cédent, les  coordonnées 
des  points  d’application 
des  forces. 

45- 

Appliquer  l’une  et. 
l’autre  des  deux  solu-. 

G 
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le  cas  où  les  puissances,  agissant  dans  un  même  plan  , ont  des  directions 
parallèles,  on  prendra  les  formules  des  art.  68  , 6p  et  70,  et  il  suffira  , 
pour  les  différens  cas  traités  dans  ces  articles , de  continuer  les  séries  de 
quantités  accentuées  qui  se  rapportent  aux  données  du  problème. 

y 6-  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent,  que  les  forces  avaient 
leurs  directions  dans  le  plan  même  où  étoit  situé  le  système  de  points 
matériels  sur  lequel  elles  agissaient  ; mais  les  formules  nous  fournissent 
des  moyens  très-simples  d’analyser  le  cas  où  les  puissances  agissent  dans 
des  plans  différens,  lorsque  leurs  directions  sont  parallèles. 

Nous  supposons  que  les  points  matériels  sur  lesquels  les  puissances 
agissent , sont  tous  dans  le  plan  xy  et  composent  un  système  de  forme 
invariable  ; prenant  d’abord  le  cas  de  trois  forces  parallèles  qui  font  un 
angle  commun  quelconque  avec  le  plan  xy  ( la  valeur  de  cet  angle  doit 
être  différente  de  zéro , ce  dont  on  est  toujours  le  maître  parce  que  la 
position  du  plan  xy  est  arbitraire),  et  appliquant  aux  conditions  de  leur 
équilibre  les  principes  établis  précédemment , on  trouve 
P -f-  F H-  P"  — o 
Px'  -4-  P x"  -+-  P"xm  — o 
P y’  -4—  P y“  P"  f = o. 

Les  deux  dernières  équations  expriment , 1 que  les  directions  des  puis- 
sances sont  aux  distances  convenables  les  unes  des  autres  ; z.°  qu’elles 
sont  dans  le  même  plan,  ( condition  indispensable  pour  l’équilibre  de 
trois  forces)  , ou  que  leurs  points  de  rencontre  avec  le  plan  xy  sont 
dans  la  même  ligne  droite. 

yy.  Passant  de  ce  cas-  à celui  d’un  nombre  quelconque  de  forces 
parallèles  dirigées  dans  des  plans  différens,  mais  dont  les  points  d’appli- 
cation sont  dans  le  même  plan,  celui  des  xy,  on  a pour  exprimer  les 
conditions  de  l’équilibre , les  équations 

P -4-  P'  -f -P"  -4—  &c.  — o 

Px'  p x“  p' p -4-  &c.  — o 
P y'  -4-  Py  -4-  P"  ym  -4-  &c.  = o. 
qu’on  obtient  aisément  en  composant  les  forces  deux  à deux, 
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NOTATION. 

DEFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

• • 

- 

tions  précédentes  au  cas 
du  parallélisme  des  forces. 

P* , P1' , &c.  les  puissan- 
ces dont  les  directions  sont 
parallèles. 

x",  &c.,  y , y",  & c. 
coordonnées  des  points  où  les 
direciions  des  forces  rencon- 
trent le  plan  x , y. 

46. 

Trouver  les  équations 
qui  expriment  Ica  con- 
ditions de  l’équilibre  de 
trois  forces  à directions 
parallèles , et  qu'on  sup- 
pose faire  un  angle  quel- 
conque avec  le  plan  où 
se  trouvent  les  coordon- 
nées des  points  d'appli- 
cation de  ces  forces. 

• 

* 

47- 

Trouver  les  équations 
qui  expriment  les  condi- 
tions de  l’équilibre  d’un 
nombre  quelconque  de 
forces , à directions  pa- 
rallèles, situées  dans  des 
plans  différens  , en  sup- 
posant, 1 .“que  les  points 
d’application  de  ces  for- 
ces sont  dans  e même 
plan; 

G 2 
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y 8.  Le  parallélisme  des  forces  subsistant,  et  le  système  étant  de 
forme  invariable  , les  équations  précédentes  ont  lieu  soit  que  les  points 
d’application  des  forces  se  trouvent , ou  non  , dans  le  même  plan.  11 
suffit  que  les  coordonnées  x' , x" , &c.,  y’ , y“ , &c.  soient  les  coordonnées 
des  points  de  rencontre  des  directions  des  forces  avec  le  plan  xy,  points 
auxquels  on  suppose  ces  forces  appliquées.  " 

On  verra , par  la  suite , ce  que  chacune  des  deux  dernières  équations 
signifie  en  particulier.  Lorsqu’il  n’y  a pas  d’équilibre,  on  a,  pour  déter- 
miner ia  résultante  et  son  point  d’application  , les  équations 
„ „ „ . /‘j'4-  /*•,--+-  r p- y ry  -+-  P" y «ce. 

P—  -H  /*  -+-  & c.i  *=s  iy  — — - . 

La  direction  de  cette  résultante  est  parallèle  à celle  des  composantes. 

yy.  Notre  seul  objet  jusqu’à  présent  dans  la  recherche  des  équa- 
tions qui  donnent  les  conditions  de  l’équilibre  d’un  système  libre  , a été 
d’exprimer  complètement  que  ce  système  était  dans  une  immobilité  par- 
faite, ou  que  les  forces  qui  agissaient  sur  lui , pouvaient  se  réduire  à deux 
forces  égales  et  directement  opposées.  C’est  là  la  seule  signification  que 
nous  puissions  encore  donner  à ces  équations  ; et  je  regarde  même  comme 
un  grand  avantage  de  les  avoir  envisagées  et  obtenues  uniquement  sous 
ce  point  de  vue,  en  évitant  ainsi  de  cumuler  des  notions  qui  doivent  être 
soigneusement  séparées,  ou  de  faire  un  usage  anticipé  de  celles  que  l’élève 
n’est  pas  encore  censé  avoir.  C’est,  par  exemple,  l’inconvénient  dans  lequel 
on  tombe , quand  on  associe  d’abord  l’idée  de  rotation  aux  conditions 
qu’exprime  l’équation  des  moniens , qui , pour  un  système  libre , peut  et 
doit  s’obtenir , comme  nous  l’avons  fait , sans  qu’il  soit  question , en 
aucune  manière , de  point  fixe  dans  le  système. 

Mais  une  fois  qu’on  a ces  équations , on  peut  chercher  si  elles  n’ex- 
priment pas  des  conditions  particulières , autres  que  celles  qu’on  y avait 
envisagées  en  premier  lieu  : nous  parviendrons  ainsi  à reconnaître  que , 
s’il  y a un  point  fixe  dans  le  système,  les  condi'ions  de  l’équilibre,  lorsque 
les  directions  des  forces  et  tous  les  points  matériels  qui  composent  ce 
système  se  trouvent  dans  le  même  plan,  sont  exprimées  par  une  des  trois 
équations  qui  appartiennent  au  même  système  supposé  libre  ; -ce  point 
fixe  étant  l’origine  des  x , y,  et  celle  des  perpendiculaires  p' , p“ , &c. 
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La  môme  propriété  a lieu  , lorsqu’il  y a un  axe  fixe  dans  le  système  , 
les  directions  des  forces  étant  parallèles  entre  elles,  et  situées,  ou  non, 
dans  le  môme  plan. 

80.  Dans  le  premier  cas,  observons  qu’une  des  équations  pour  la  déter- 
mination de  la  résultante,  lorsque  les  forces  agissent  dans  le  môme  plan,  est 
Pp  = Pp'  -4-  Ff  H—  — f-  &c. 

Si  le  second  membre  est  zéro  par  lui -môme,  ou  si 

Pp'  p'p“  py"  &c.  = o, 
on  a nécessairement  ou  P ■=.  o , ou  p = o , c’est-à-dire  que  la  résul- 
tante est  nulle  , ou  qu’elle  passe  par  l’origine  des  p' , p" , Sic. 

8t.  Dans  le  second  cas,  une  des  équations  pour  déterminer  la 
résultante , est 

Py  = P y'  H—  F y — t—  P"f  -f-  &c.  = o. 

Si  on  a P y'  -t-  P'y“  — t-  & c.  = o , il  en  résultera  ou  P = o , ou 
y — o,  c’est-à-dire  que  la  résultante  sera  nulle,  ou  qu’elle  passera 
par  l’axe  des  x, 

82.  La  somme  des  produits  Py'  -f-  P' y"  -f-  &c.  prend  le  nom 
de  somme  des  momens  par  rapport  à l’axe  des  x , lorsque  la  direction 
commune  des  forces  est  perpendiculaire  à cet  axe  et  au  plan  a y. 

83.  Maintenant  il  est  aisé  de  voir,  art.  80  et  théorème  34,  que 
lorsque  les  directions  des  forces  et  les  points  matériels  qui  composent  le 
système  sont  dans  le  môme  plan  , s’il  y a un  point  fixe  dans  ce  système  , 
les  conditions  de  l’équilibre  sont  exprimées  par  l’une  ou  l’autre  des 
équations  suivantes  : 

Pp'  -4-  P p"  -4-  P"p"  -4-  &c.  = o 

P (y'  cos.  ad x’  sin.  a! ) -4-  'P (y"  cos.  af  — x"  sin.  cl."  ) -I-  &c.  = o ; 

en  plaçant,  ce  qu’on  est  toujours  le  maître  de  faire , l'origine  des  x , y et 
des  p' , p" , Sic.  au  point  fixe. 

84.  Et  s’il  s’agit  de  forces  parallèles  agissant  dans  des  plans  différens 
sur  un  système  dans  lequel  il  y ait  une  ligne  ou  un  axe  fixe  considéré  comme 
axe  des  x , les  conditions  de  l’équilibre  seront  exprimées  par  l’équation 

Py'  Py  P"/"  -4-  Sec.  = 0. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

— 

PROBLÈMES. 

m 

Toutes  les  lettres  des  équi- 
pons ci  à côte,  ont  U même 
signification  qu'aux  art.  62  , 
63 , 64 , 6;  et  66. 

*3- 

Des  moment 
considérés  par 
rapport  À une  li- 
gne, dans  le  sens 
qu’on  donne  or- 
dinairement à ce 
mot. 

34~ 

Si  la  somme  des  mo- 
mens  de  plusieurs  forces 
agissant  dans  le  même 
plan  , est  égale  à zéro , 
la  résultante  de  ces  for- 
ces ou  est  nulle , ou  passe 
par  le  point  auquel  sc 
rapportent  les  momens. 

35- 

Si  la  somme  des  pro- 
duits de  plusieurs  forces 
à directions  parallèles , 
par  les  coordonnées  à 
l’axe  des  x , des  points 
de  rencontre  de  ces  direc- 
tions et  du  plan  xty, 
est  égale  a zéro  , la  résul- 
tante de  ces  forces  ou  sera 
nulle  , ou  passera  par 
Taxe  des  x . 

+«• 

Les  directions  des  for- 
ces et  les  points  maté- 
riels qui  composent  le 
système  étant  dans  le 
même  plan,  trouver  les 
conditions  de  l’équilibre 
lorsqu'il  y a un  point  fixe 
dans  ce  système. 

• 

> 

49. 

Les  forces  ayant  des 
directions  parallèles  , et 
agissant  dans  des  plans 
différent  , trouver  les 
conditions  de  l’équilibre 
lorsqu’il  y a un  axe  fixe 
dans  le  système. 
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8 y Dans  l’hypothèse  de  l’article  précédent , si  ce  n’est  pas  une  ligne, 
mais  un  point,  qui  est  fixe,  il  faudra,  pour  exprimer  les  conditions  de 
l’équilibre , énoncer  que  cet  équilibre  a lieu  par  rapport  à deux  axes 
passant  par  ce  point  fixe;  ce  qui  donnera 

F/  F y"  jyy  _+_  &c.  = o 

F x'  Px"  — i—  F"x“'  h-  &c.  = o; 

et  il  résulte  de  l’égalité  de  chacune  de  ces  deux  sommes  à zéro , que  la 
résultante  se  trouve  en  même  temps  sur  l’axe  des  x et  sur  celui  des  y, 
ou  que  sa  direction  passe  par  l’intersection  de  ces  deux  axes. 

86.  Puisque  les  cas  d’équilibre,  par  rapport  à un  point  ou  à une 
ligne  fixe  qu’on  vient  d’examiner , supposent  que  la  direction  de  la  résul- 
tante des  puissances  passe  par  le  point  ou  l’axe  fixe,  il  suit  de  là  qu’un 
point  fixe  autour  duquel  des  puissances  dirigées  soit  dans  un  même  plan, 
soit  dans  des  plans  différens,  mais  avec  des  directions  parallèles,  sont  en 
équilibre , supporte  le  même  effort  que  si  toutes  les  puissances  lui  étaient 
immédiatement  appliquées.  11  est  donc  aisé  de  trouver  la  valeur  de  la 
pression  de  ce  point , par  les  formules  des  articles  précédens. 


87.  Lorsque  des  forces  parallèles  sont  en  équilibre  autour  d’un  axe 
fixe,  celui  des  x par  exemple,  leur  résultante,  qui  doit  se  trouver  sur 
cet  axe,  le  coupe  à une  distance  de  l’origine  égale  à 

/”*'  -+■  P"  -H  F"  *”  &C. 

l’~  -t-  &c.  ' 

C’est  la  même  distance  qu’on  trouverait , si  chaque  puissance  était  immé- 
diatement appliquée  à l’axe  des  x (ai  conservant  le  parallélisme  ),  à la 
même  distance  de  l’axe  des  y,  où  se  trouve  le  point  de  rencontre  de  sa 
direction  et  du  plan  xy. 

88.  Si  on  applique  au  point  de  l’axe  des  x , qui  est  à une  distance 

1 x p ^ de  l’origine , et  parallèlement  à la  direction 

commune , une  puissance  F -t-  F'  H—  &c.  agissant  en  sens  contraire 
de  la  résultante , le  système  supposé  libre  sera  en  équilibre.  On  trouve 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THÉORÈMES. 


PROBLÈMES. 


JO. 

Trouver , dans  la  même 
hypothèse  , les  condi- 
tions de  l’équilibre  lors- 
qu’il n’y  a qu’un  point 
fixe  dans  le  système. 


36. 

Lorsque  des  forces 
dont  les  directions  sont 
ou  dans  un  même  pl 
sans  être  parallèles , ou 
parallèles  et  dans  des 
plans  diflerens  , sont  en 
équilibre  autour  d*un 
point  fixe,  ce  point  sup 
porte  la  même  pression 
que  si  toutes  les  forces 
lui  étaient  immédiate 
nt  appliquées. 

37- 

Lorsque  de»  puis- 
sances à directions  pa- 
rallèles sont  en  équi- 
libre autour  d’un  axe 
immobile  (celui  des  * par 
exemple) , le  système,  sup- 
posé libre , serait  en  équi" 
libre  si  on  appliquait  à cet 
axe  des  forces  parallèles, 
égales  et  de  directions 
contraires  à celles  qui 
agissent  déjà  sur  le  sys- 
tème , chacune  de  ces 
nouvelles  forces  agissant 
à la  même  distance  de 
Taxe  des  y que  celle  à 
laquelle  elle  correspond, 
et  dont  le  point  d’appli- 
cation est  supposé  dans 
le  plan  xy. 


Des  forces  dont  les 
directions  sont  ou  dans 
un  même  plan  sans  être 
parallèles  , ou  parallèles 
et  dans  des  plans  diffe- 
rens , étant  en  équilibre 
autour  d'un  point , trou- 
ver la  pression  que  sup- 
porte ce  point. 


S1- 

Des  puissances  à di- 
rections parallèles  étant 
en  équilibre  autour  d’un 
axe  fixe  supposé  inflexi- 
ble , trouver  les  pres- 
sions que  supporteraient 

.H 
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aisément , d’après  ceia , les  pressions  que  supporteraient  deux  points  fixes 
auxquels  l’axe  supposé  inflexible  serait  retenu  : si  ces  points  sont  l’un  à 
l’origine , l’autre  à une  distance  a de  l’origine , nommant  Q'  et  Q“  les 
pressions  qu’ils  éprouvent  parallèlement  à la  direction  commune  des 
puissances , on  aura , en  faisant 


P‘i 


■ &C. 


P‘ 


=p, 


P ’ x'  -H  P"  x"  ■+■  &C. 


P JP  &c.  = P , et 
Q’  = ■ P;  Q " — Z- P, 

a a 

qu’on  peut  écrire  ainsi  : 

<2'  = P -H  P -+-  &c.  — 

P ' x"  -+-  P"  x“  -+-  &c. 

^ " a 

89.  Il  est  utile  d’évaluer  les  efforts  que  supporte  l’axe,  aux  deux 
points  sus-mentionnés,  dans  une  direction  perpendiculaire  à sa  longueur. 
Ces  efforts  sont 

.....  P (*  -P) 

à 1 origine 


sin. 


à une  distance  a de  l’origine . 


Pp 


sin. 


90.  Et  si  la  puissance  P a une  direction  parallèle  à l’axe,  les  deux 
efforts  évalués  dans  l’article  précédent,  deviennent 

à l’origine.. P, 


à une  distance  a de  l’origine.  . . — P. 

91.  Les  formules  des  articles  71  et  83  , qui  donnent  les  conditions  de  l’équi- 
libre dans  le  cas  où  des  forces  , dirigées  dans  un  même  plan  , sollicitent  un 
système  compose  de  points  matériels  renfermés  dans  ce  plan  ( système  qui  peut 
être,  ou  titre,  ou  assujetti  à tourner  autour  d’un  point  fixe),  offrent  plusieurs 
propriétés  remarquables. 

On  en  déduit  d’abord  la  formule  des  vitesses  virtuelles 

P' dp,  -+-  P"  dp,,  P"'dp„  -+-  &c.  — o. 

92.  Ensuite  , si  P , P' , Sec.  sont  des  fonctions  de p,,  /»„,  &c.,  il  y aura  une 
certaine  fonction  de  p ( , pn , &c.  qui  sera  un  maximum  ou  un  minimum;  ce  qui  conduit 
à des  conséquences  utiles  et  curieuses  sur  les  diverses  positions  d’équilibre  dont  un 
systèfne  est  susceptible,  et  sur  la  stabilité  ou  la  non-stabilité  de  ces  positions  ; la 
théorie  des  corps  flottans  nous  en  offrira  des  exemples. 
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NOTATION. 


a :=  la  distance  entre  les 
deux  points  dont  on  veut 
avoir  la  pression  dans  le  sens 
parallèle  à la  direction  des 
puissances,  l’un  de  ces  points 
étant  à l’origine  et  l’autre  sur 
l'axe  des  x, 

Q — pression  du  point 
placé  à l’origine. 

Q"  = pression  de  l’autre 
point. 

P — somme  ou  résultante 
des  puissances  parallèles. 

pzz.  distance  à l’axe  desj>, 
du  point  de  rencontre  de  la 
direction  de  Pet  du  plan  xy. 

(est  l’angle  formé  par  l’axe 
et  par  la  direction  de  la  puis- 
sance P. 


j>  — la  distance  de  l’axe 
des  x à la  direction  delà  puis- 
sance P , lorsque  sa  direction 
est  parallèle  à cet  axe  ; on 
peut  observer  que  ce  cas 
donne  p — <x. 


P'  , P"  j Sic.  sont  les 
puissances. 

P.  > P.t  Tm  , &c.  des  lon- 
gueurs prises  sur  les  direc- 
tions de  ces  puissances , qui 
se  terminent  aux  points  d’ap- 
plication. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


38. 

Le  principe  des  vitesses 
virtuelles  a lieu  dans  le! 
casdel’équilibred’un  sys- 
tème de  points  matériels, 
à distances  invariables  , 
compris  tous  dans  un 
même  plan  , et  sollicités 
par  des  puissances  dont 
les  directions  sont  dans 
ce  plan. 

39* 

Dans  le  cas  de  l’art.  91 , 
si  P',  P',  &c.  sont  fonc- 
tions de  p,  , p„  , &c.  il 
y aura  une  certaine  fonc-| 
tion  de  ces  distances  qui 
sera  un  maximum  ou  un 
minimum. 


PROBLÈMES. 


deux  points  fixesauxquels 
cet  axe  serait  retenu. 

S3- 

Une  puissance  étant, 
appliquée  à un  point  don- 
né d’un  axe  inflexibl 
avec  lequel  sa  direction 
fait  un  angle  quelconque  ; 
trouver  les  efforts  per- 
pendiculaires à cet  axe 
que  supporteraient  deux 
points  fixes  auxquels  it 
serait  retenu. 

5+- 

Un  axe  inflexible  étant 
retenu  à deux  points  fixes, 
et  une  puissance  agissant' 
parallèlement  à cet  axe 
sur  un  point  donné  d’une 
ligne  inflexible,  fixée  et[j 
perpendiculaire  au  même 
axe , trouver  les  efforts 
que  cet  axe  supporte  aux 
deux  points  fixes  per-i 
pendiculairetnent  à sa 
longueur. 


.H  2 
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93-  Si  le  système  de  points  matériels  est  soumis  à la  pesanteur,  on  a , dans  le 
cas  d’équilibre , 

, m,pt  -f-  -4-  m mpm  &c. 

mt  mft  -4-  mm  -4-  <3cc# 

94..  Enfin,  ce  système  pesant  étant  attaché  par  une  ligne  inflexible  à 
un  point  fixe  autour  duquel  il  peut  tourner , si  le  plan  horizontal  auquel 
aboutissent  les  lignes  pr  pu,  & c.  est  au-dessous  de  ce  système  , l’équilibre 

„ 1 1 . ^ , w> '/>'  -+-  m"  p"  -h  &c.  . -, 

sera  ou  ne  sera  pas  stable , suivant  qu  on  aura - : égal 

à un  minimum  ou  à un  maximum. 

py.  La  théorie  précédemment  exposée,  comprend  celle  de  l’équilibre  du 
levier  , de  laquelle  on  peut  déduire  des  principes  applicables  à l’équilibre  des 
machines,  qui  peuvent  toutes  se  rapporter  au  levier  d’une  manière  plus  ou 
moins  immédiate  : cependant , comme  le  rapprochement  pourrait , dans  certains 
cas,  devenir  embarrassant,  il  est  bon  de  dire  quelque  chose  du  plan  incliné: 
au  moyen  de  quoi  ces  principes  généraux  renfermeront  tout  ce  qui  est  né- 
cessaire pour  vérifier  l’équilibre  d’une  machine  quelconque  ; mais  la  théorie 
du  plan  incliné  n’étant  qu’un  cas  très -particulier  de  celle  de  l’équilibre  d’un 
point  matériel  assujetti  à se  mouvoir  sur  une  surface  ou  sur  une  ligne  donnée  , je 
vais  d’abord  envisager  les  questions  sous  le  point  de  vue  le  plus  général. 

Si  le  corps  ne  peut  se  mouvoir  que  sur  une  surface  immobile  qui  ait  pour 
équation  K = o , il  faudra  pour  son  équilibre  que  la  résultante  de  toutes  les 
puissances  qui  agissent  sur  lui , ait  une  direction  qui  coïncide  avec  celle  de 
la  normale  ; on  déterminera  soit  le  point  de  la  surface  où  des  puissances  de 
quantités  et  de  directions  données , rempliraient  cette  condition  , soit  les 
puissances  dont  les  actions  seraient  détruites  sur  un  point  donné , par  les 
équations  suivantes  : 


R qui  exprime  la  pression  exercée  sur  le  point  de  la  surface  courbe  où  le  corps  est 

en  équilibre,  a pour  valeur  f ( X‘  •+■  Jr‘  -+-  Z ).  Eliminant  — des  équations 

précédentes  , on  parviendra  aux  deux  suivantes , qui  doivent  en  général  être 
satisfaites  pour  que  l’équilibre  ait  lieu  sur  un  point  quelconque: 


96.  Supposons  maintenant  que  le  point  mobile  est  assujetti  à se  mouvoir  sur 
une  courbe  immobile  à double  ou  simple  courbure , ou  qu’il  est  renfermé  dans  un 


mÆsinnm 

eu 

minimam. 
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NOTATION. 


m,  , m„ , &.c.  sont  les 
points  matériels  qui  compo- 
sent le  système. 

p,  , p „ , &c.  sont  les  dis- 
tances respectives  de  ces 
pointa  à un  plan  horizontal 
de  position  arbitraire. 


K est  une  fonction  de  x , 


sont  les  cosinus  des  angles 
formés  par  les  axes  coor- 
donnés, ou  par  les  directions 
des  composantes  X , K et  Z , 
respectivement,  et  par  la  nor 
male  au  point  de  la  surface 
courbe  qui  a x , y et  ç pour 
coordonnées. 

R=V  (X'  +■  Y'-t-Z') 

est  la  résultante  unique  de 
toutes  les  puissances  , ou  la 
valeur  de  la  pression  que  le 
point  matériel  exerce  sur  la 
surface. 

Les  équations  de  la  courbe  à 
double  courbure  sont,  art.  96: 

z = f(  *)  i y — 9 (x) 

<i  Z — <l*f'(*)i  dy  — 

dxç'  ( x). 

R — V (X  -+-  P’-t-ZV 
=:  la  pression  qui  a lieu  au 
point  de  la  courbe  où  le  corps 
est  placé. 


DÉFINITIONS. 


THÉORÈMES. 


*4' 

Du  plan  incli- 
|ne  ; qu’on  ima- 
gine un  plan  ho- 
izontal  coupé 
ipar  deux  plans 
[inclinés  à l'hori- 
zon  , de  manière 
que  les  trois  li- 
gnes d’intersec- 
tion des  trois 
Iplanssoientparal- 
lèlcs  entre  clics  , 
ce  système  offrira 
deux  plans  incli- 
nés adossés.  Une 
section  des  trois 
plans  par  un  plan 
vertical  perpen- 
diculaire à leurs 
trois  lignes  d’in- 
tersection , donne 
un  triangle  dont 
base  est  hori- 
zontale ; les  deux 
autres  côtés  de  ce 
triangle  , repré- 
sentent les  plans 
[inclinés  et  en 
prennent  mê 
le  nom , lorsque 
les  mobiles  sont 


40. 

L’équation  d’un  pen- 
dule de  forme  invariable, 
et  soumis  à la  pesanteur , 
a lieu  dans  deux  posi- 
tions correspondantes  au 
minimum  et  au  maximum 
de  la  quantité 


• »„  P*  -+-  &c. 


»,  -t-  m„  &c. 
l’une  donnant  l’équilibre 
stable  et  l’autre  l’équi 
libre  non  stable. 


PROBLÈMES. 


Sf* 

Trouver  les  conditions 
de  l'équilibre  dans  le  cas 
où  un  point  matériel  , 
sollicité  par  des  puis- 
sances quelconques , est 
assujetti  à se  mouvoir 
sur  une  surface  courbe 
ou  sur  une  courbe  à 
double  ou  simple  cour- 
,burc. 
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canal  ou  tuyau  infiniment  étroit  dont  la  courbure  est  quelconque.  L’équilibre 
aura  lieu  dans  tous  les  cas  où  la  résultante  unique  des  puissances  sera  dirigée 
dans  un  plan  perpendiculaire  i l’élément  de  courbe  sur  lequel  le  corps  se 
trouve  placé  ; on  voit  que  ce  problème  a plus  d'indétermination  que  le  précédent. 

Le  point  de  la  courbe  où  des  puissances  données  en  quantité  et  en  direction 
tiendront  le  corps  en  équilibre,  se  détermine  par  l’équation 

X -s-  Yf  (x)  Zf  (x)  = o (t), 

qui  donne  la  valeur  de  x en  fonction  de  X , Y et  Z , et  qui  en  général  doit 
être  satisfaite  pour  que  l’équilibre  soit  possible.  On  calculera  la  pression  d’après 
des  conditions  données  , et  réciproquement,  par  les  équations 


dont  une  quelconque  est  donnée  par  les  deux  autres  ; at  et  a : ont  entre 
elles  la  relation  suivante  : 


i af  ç'  (x) 

!‘(*) 


en  sorte  que  pour  une  valeur  déterminée  de  x , l’une  est  donnée  lorsqu’on 
connaît  l’autre.  Les  trois  premières  équations  (a)  expriment  que  la  direction 
de  la  résultante  ou  pression  R est  parallèle  à une  ligne  faisant  avec  les  axes  des 


x , y et  des  angles  dont  les  cosinus  respectifs  sont  — , y-  et  et  la  qua- 
trième équation  ( 2)  exprime  que  celte  ligne  est  perpendiculaire  à la  tangente, 
menée  au  point  de  la  courbe  parcourue  , correspondant  à x.  Si  dans  cette  qua- 

. . Y Z 

trième  équation  Ion  substitue  pour  at  et  au  leurs  valeurs  — et  — , déduites 

des  trois  premières  , on  retrouvera  l’équation  { 1 ). 

La  pression  R a toujours  avec  les  puissances  le  rapport  R — (X*  -+■  Y-t-  Z'J  ; 

parmi  les  différentes  hypothèses  à faire  sur  sa  direction , on  peut  distinguer  celle 
qui  ferait  coïncider  cette  direction  avec  le  rayon  de  courbure;  a(  et  au  sont  alors 
déterminés  pour  chaque  point  de  la  courbe  , par  les  équations, 

_ (*)■("(*>  - 1 ■ 1 1"* 

*—  f‘ (,).*■(*>  -t-  f(M). f"(.) 

1 -t - a,  Y (t) 


QJ.  Le  cas  le  plus  simple  auquel  on  puisse  appliquer  la  théorie  précé- 
dente, est  celui  de  l’équilibre  d’un  point  matériel  assujetti  à se  mouvoir  sur  un 
plan  où  il  est  sollicité  par  deux  puissances  dont  les  directions  sont  dans  un  autre 
plan  perpendiculaire  au  premier.  Les  conditions  de  l'équilibre  se  réduisent 
à P1  cos.  k‘  = P'  cos.  t" , et  fa  pression  = P sin.  k'  -t-  P'  sin.  k‘. 

Si  deux  points  materiels , respectivement  posés  sur  deux  lignes  droites  se  coupant 
entre  elles,  sont  sollicités  chacun  par  une  puissance  agissant  dans  le  plan  de  ces 
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NOTATION. 


r = -s-fl,* 

Si  , à partir  d’un  point 
quelconque  de  la  courbe  qui 

a *.  i y.  «*  ï.  Pour  coor" 
données  , on  mène  une  ligne 
droite,  dans  le  plan  normal  à 
ce  point,  et  que  i = -+- 

a„  (x  — x,)  soit  l’une  des 
équations  de  cette  ligne  , 
l’autre  équation  sera 

y = y.  •+■  a,  (*  — *.)• 

Ainsi  cette  ligne  fait  avec  les 
aies  des  * , y et  ç,  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  respec- 
tivement , 


Te,T 


/y*;  = 

py*;  = 


J-f  (x) 

d X 

d.Ç’fx) 

dx 


P'  et  Pn  sont,  irt.  97  , 
des  puissances  dont  les  di- 
rections  font  respectivement 
des  angles  A*  et  A"  avec  le 
plan  sur  lequel  le  point  solli- 
cité est  assujetti  à se  mouvoir. 

9'  et  sont , art,  97, les  for- 
ces accélératrices  qui  animent 
les  masses  m'  et  m ",  et  dont 
les  directions  font  des  angles 
respectifs  A'  et  A”  avec  les 
lignes  sur  lesquelles  m‘  et  m" 
sont  assujetties  à se  mouvoir. 

m‘  et  m " sont , art.  98  , les 
masses  pesantes  , en  équilibre 
sur  deux  plans  inclinés  ados- 
sés , dont  les  cotés  font  res- 
pectivement des  angles  l' et  •" 
avec  l'horizontale. 


DEFINITIONS. 


assujettis  a se 
mouvoir  sur  ces 
Icôtés.  En  adop- 
tant cettedénomi- 
nation,  la  perpen- 
diculaire abaissée 
du  sommet  sur  la 
base  horizontale 
.est  la  hauteur 
[commune  des 
deux  plans  incli- 
nés ; les  deux 
segmens  de  cette 
base  sont  , res- 
pectivement, les 
bases  de  chacun 
des  plans  incli- 
nés , et  les  lon- 
gueurs des  hy- 
pothénuscs  des 
triangles  rectan- 
gles dont  les  au- 
tres côtés  sont 
hauteur  com- 
mune et  les  bases, 
s’appellent  les 
longueurs  des 
pians  inclinés. 


THÉORÈMES. 


4Î. 

Lorsque  deux  points 
matériels  pesans , liés  par 
un  61 , sont  en  équilibre 
sur  deux  plans  inclinés  , 
leurs  poids  sont  propor- 
tionnels aux  longueurs 
des  plans  inclinés  sur  les- 
quels ils  sont  respective- 
ment placés,  (art.  98.) 

42. 

Le  principe  des  vitesses 
virtuelles  a lieu  dans  l’é- 
quilibre du  plan  incliné 
(art.  99.) 

43- 

Dans  le  cas  des  pro- 
blèmes j 8 et  J9,  si  sur 


PROBLEMES. 


jé. 

Trouver  les  conditions 
de  l’équilibre  d’un  point 
matériel  assujetti  à se 
mouvoir  sur  un  plan  où 
il  est  sollicité  par  deux 
puissances  dont  les  di- 
rections sont  dans  un 
autre  plan  perpendicu- 
laire au  premier.  ( arti 
cle  97.  ) 

57* 

Deux  lignes  droites  for- 
ment un  angle  quelcon- 
que entre  elles  , et  deux 
points  matériels  respecti- 
vement assujettis  à se 
mouvoir  sur  chacune  de 
ces  lignes , sont  assujettis 
l’un  à l’autre  par  un  fil 
inextensible  couché  le 
long  de  ces  lignes;  trou- 
ver les  conditions  de  l’é- 
quilibre dans  le  cas  où 
deux  puissances  dirigées 
dans  le  plan  des  deux  li- 
gnes, solliciteraient  res- 
pectivement ces  points 
matériels,  (art.  97.  ) 

58. 

Un  point  matériel  sou- 
mis à l’action  d’une  puis- 
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deux  lignes,  et  sont  déplus  liés  entre  eux  par  un  cordon  inextensible  et  parfaitement 
flexible  qui  passe  parle  point  d'intersection  des  deux  lignes,  la  condition  de  l'é- 
quilibre sera  exprimée  par  l'équation  suivante  : Ç'  tri  cos,  k = C p"  tri'  cos.  k'. 

Les  formules  de  cet  article  résolvent  les  problèmes  5 6 et  57. 

98.  Supposons  que  le  plan  des  deux  lignes  soit  vertical , et  que  les  masses  tri 
et  tri'  soient  pesantes , on  aura  , dans  le  cas  de  l'équilibre , l’équation  suivante , qui 
donne  le  théorème  41  : tri  sût.  t — tri'  sin.  6". 

99.  On  peut  observer  que  les  cas  d'équilibre  qu'on  vient  d'examiner,  où  il 
s'agit  d’un  système  de  deux  points  dont  les  distances  respectives  sont  variables , 
donnent , comme  ceux  relatifs  aux  points  dont  les  distances  sont  invariables , 
l'équation  P' d p'  = P" dp' , théorème  42,  qui  est  celle  fournie  par  le  principe 
des  vitesses  virtuelles , en  observant  néanmoins  de  s’assujettir  aux  conditions  du 
système , qui  exigent  que  les  points  soient  sur  des  lignes  données. 

I 00.  Le  mouvement  d’un  point  matériel  pesant  sur  un  plan  incliné,  se  déduit 
aisément  de  la  théorie  du  mouvement  d’un  point  sollicité  par  des  puissances  quel- 
conques ; mais  comme  les  équations  très-simples  qui  y ont  rapport,  sont  liées  à celles 
traitées  dans  les  trois  articles  précédens , on  les  a mises  à la  suite  de  ces  articles. 

Si  un  point  matériel  soumis  & l’action  d’une  puissance  constante^ qui  agit  parallè- 
lement à une  ligne  donnée  de  position , est  assujetti  à se  mouvoir  sur  une  autre 
ligne  de  position  aussi  donnée,  faisant , avec  la  première,  un  angle  dont  g est  le 
complément , les  circonstances  du  mouvement  seront  déterminées  par  l’équation 
t—  \gC  sin.  £ , qui  résout  le  problème  5 8 et  fournit  une  construction  très- 
simple  , indiquée  par  le  théorème  43. 


I o I . La  vitesse  au  bout  du  temps  / est  v = gt  sin.  e , équation 
d’où  on  déduit  le  théorème  44. 

1 02.  On  passe  de  là  au  mouvement  de  deux  points  matériels  respecti- 
vement placés  sur  deux  plans  inclinés  ; ces  plans  formant  des  angles  e7  et  e" 
avec  une  perpendiculaire  à la  direction  commune  de  deux  puissances  qui 
agissent  parallèlement  à la  hauteur  commune  des  deux  plans  inclinés , sont 
proportionnels  aux  masses  tri  et  m",  et  leur  impriment  à chacune  la  force 
accélératrice  constante  g.  Les  corps  sont  liés  entre  eux  par  un  fil  inexten- 
sible passant  par  le  sommet  des  deux  plans  inclinés  ; et  les  circonstances 
du  mouvement  sont  déterminées  par  les  équations 


tri  lin.  — m“  «in.  s”  , , 

e — ; ^ .7 gt  , V = 


8‘- 


( Les  formula  de  l'article  suivant  se  rapportent  au  cas  où  e‘  =t“  = i circonférence ). 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLEMES. 

un  diamètre  pris  sur  la 

sance  constante  qui  agit) 

première  ligne , et  ayant 

parallèlement  à une  ligne 

une  de  ses  extrémités  au 

donnée  de  position  , étant  j 

point  d’intersection  des 

assujetti  à se  mouvoir  surj 

deux  lignes  ( où  le  mou- 

une  autre  ligne  de  posi-  j 

e = l'espace  parcouru. 

ventent  est  censé  com- 

tion  aussi  donnée,  déter- 

mencer  ) , on  décrit  un 

miner  les  circonstances 

t z=.  Ic  temps, 
t = l’angle  formé  par  le  : 
plan  incline  et  par  la  ligne  j 
horizontale. 

g — la  force  accélératrice  1 
de  la  gravité. 

cercle  ; une  corde  quel- 
conque de  ce  cercle , par- 
tant de  l’origine  , sera 
parcourue  dans  le  même 
temps  que  l’aurait  été  le 
diamètre , si  le  corps  se 
fût  mu  librement  dans  la 
direction  de  ce  diamètre. 

du  mouvement. 

44. 

59- 

v ss  la  vitesse. 

La  vitesse , au  bout 

Déterminer  graphique- 

d’un  temps  quelconque , 

ment  les  espaces  qui , dans 

est  égale  à celle  que  le 

le  cas  du  problème  pré- 

corps  aurait  acquise  s'il 

cèdent,  seraient  parcou- 

fût  tombé  verticalement 

rus  sur  la  première  ligne  , 

d'une  hauteur  égale  à la 

et  ceux  correspondant 

différence  de  niveau  entre 

qui  sont  effectivement 

son  point  de  départ  et  son 

parcourus  sur  la  deuxiè- 

point  d’arrivée. 

me  ligne. 

60. 

Deux  points  matériels 
respectivement  placés  sur 

m'  et  >n"  sont  les  deux 

deux  plansinclinés,ct  liés 

1 un  à 1 autre  par  un  fil 

misses. 

inextensible,  étant  sou- 

«'  et  «“  les  angles  que  les 

mis  à l'action  de  deux 

directions  des  puissances  for- 

puissances  constantes  qui 

ment  avec  l’horizontale. 

agissent  dans  des  direc- 
tions parallèles , détermi- 
ner les  circonstances  du 

mouvement. 
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103.  Dans  le  cas  où  les  deux  plans  inclinés  sont  parallèles,  cette 
équation  devient 

ih'  — m"  1 1 

e ~~  ' "îS1 


y = • g t : 


et  contient  le  fondement  de  la  théorie  de  la  machine  qu’ Athood  a ima- 
ginée pour  faire  des  expériences  sur  l'accélération  du  mouvement  des 
corps  graves. 


I 04..  Généralement  , si  un  point  matériel  qui  se  meut  dans  une 
direction  donnée  rectiligne  avec  une  vitesse  V , rencontre  un  obstacle 
qui  l'oblige  de  se  détourner  et  de  se  mouvoir  dans  une  autre  direction 
rectiligne  qui  fasse  un  angle  0 avec  la  première , la  vitesse  dans  la  se- 
conde direction  sera  K cos.  0,  et  la  vitesse  perdue  V(i  — cos.  h)  , 
ou  V sin.  verse  0. 


105.  Passons  maintenant  à des  considérations  plus  générales  sur  le 
mouvement  d’un  point  matériel  sollicité  par  des  puissances  quelconques. 
Si  on  imprime  à ce  point  trois  mouvemens  uniformes  parallèlement  à 
trois  axes  perpendiculaires  entre  eux  , dont  les  équations  soient 


3-» 

II 

•*» 

II 

- V"t;  z—  Vt, 

le  mouvement 

résultant  sera  rectiligne , uniforme  et 

l’équation 

s = t V(V' 

-+-  r1  vun), 

on  a 

s = V(x' 

-H  / H-  l')i 

la  vitesse  dans  la  direction  de  s.  . .U  — V (V'x  —H  Vmi  -+-  Vm%); 
et  les  angles  formés  par  la  direction  de  s ou  du  mouvement , sont  donnés 
par  les  équations 

1/»  _ (/»  (,— 


■^r+r  + n 


; coi.  £ 


i(V“  -j-  |A‘.h  y-‘j 


rr.-c°1>: 


V(V‘  ■ 


• V~) 
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NOTATION» 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

61. 

Déduire  de  la  solution 
du  problème  précédent 
la  théorie  de  la  machine 
A’Athood. 

V , V , et  P"  sont  les 
vitesses  imprimées  parallèle- 
ment aux  axes  des  x , y et 
7 respectivement. 

s — la  longueur  de  la 
ligne  droite  parcourue  pen- 
dant le  temps  t. 

« 

62. 

Si  un  corpt  qui  se 
meut  dans  une  direction 
rectiligne  avec  une  cer- 
taine vitesse  , est  obligé 
par  un  obstacle  de  s*en 
détourner  pour  suivre 
une  autre  direction  rec- 
tiligne , trouver  la  vitesse 
dans  la  nouvelle  direc- 
tion. 

63. 

Un  point  matériel  étant 
animé  de  trois  vitesses 
constantes  parallèlement 
à trois  axes  coordonnés, 
trouver  , 

1. °  La  nature  de  la 
ligne  que  parcourt  ce 
point  ; 

2. “  La  direction  de  son 
mouvement  ; 

3.0  Sa  vitesse  dans  le 
sens  de  sa  direction. 

U est  la  vitesse  dans  la 
direction  du  mouvement. 

a,  /}  et  y sont  les  angles 
formés  par  la  direction  du 
mouvement  et  les  axes  des 
*1  y et  1. 

I i 
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106.  On  voit,  par  ce  qui  précédé,  que  ia  composition  et  la  dé- 
composition des  vitesses  simples  se  fait  de  ia  même  manière  que  celle 
des  quantités  de  mouvement  et  des  forces  motrices. 


1 07.  St  le  point  matériel  est  animé  de  deux  vitesses  et  Vm  à-la- 
fois,  faisant  avec  les  axes  coordonnés,  des  angles  respectifs  aJ , fi' , y'; 
a." , fi" , y on  aura 


S ^ Ut.  mmU  = ✓[  Vf  -H  * V,  Vm(co%.m‘  COJ.  a"  -4-  COJ.  Æ'  COJ.  /B"  -4-  cos.  y'  COJ.  y" J -f-  Vm] 
V.  coj.  «t'-H  K, coj.  . y,  cos.  & -4-  Vm  cos.  /î"  V.  coj.  y'  -4-  Vm  cos.  y 

f/  R U U 

et  la  valeur  du  cosinus  de  l’angle  que  les  deux  directions  données  forment 
entre  elles , sera 

cos.  <t!  cos.  a."  cos.  fi'  cos.  fi"  -t—  cos.  y'  cos.  y"  ; 
d’où  l’on  voit  que  U peut  être  représentée  par  le  côté  d’un  triangle 
dont  V.  et  V.  seraient  les  deux  autres  côtés. 


I08.  Supposons  maintenant  qu’on  imprime  au  point  matériel, 
parallèlement  à chaque  axe , un  mouvement  uniformément  accéléré  ; les 
équations  de  ce  mouvement  étant 

X l8i^  • y T i Z z8,nt  • 

les  projections  sur  les  plans  xy  et  xj  de  la  ligne  parcourue,  auront  pour 
équations 

> = -Tx;z  = Jr*' 

la  ligne  parcourue  sera  une  ligne  droite , et  on  aura 

s = v(x‘  -*-y  ■+■  iv  = ï »*  J(g.‘  -t-  g.‘  -+■  gJ) 


COJ.  jô  — 


*(>,'  -*-g,.‘ gj/  ’ Kg." -*-g.'-*-gm)' '/(g.‘-*-g.‘  ~*-g „*/ 

La  force  accélératrice  est  constante  et  égale  à v (g*  -4-  g*  -t-  gt  % ) , 
où  on  voit  qu’elle  se  compose  de  trois  forces  accélératrices  données , de 
la  même  manière  que  s’il  s’agissait  de  mouvemens  uniformes. 
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NOTATION. 

définitions. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

V,  et  V„  vitesses  imprimées 

+5- 

On  peut  faire  la  com- 
position et  la  décomposi- 
tion des  vitesses  impri- 
mées à tin  point  matériel , 
comme  on  fait  celle  des 
puissances  appliquées  à 
ce  point. 

46. 

Si  dans  l’hypothèse  du 

1 

64. 

Si  deux  lignes  se  cou- 

dans  des  directions  qui  font 

problème  64.,  les  vitesses 

pent  à l’origine  des  x , 

respectivement  avec  les  axes 

, 

V,  et  V„  sont  représen- 

y,  £tn  faisant  un  angle 

des  * , y et  j,  des  angles 

tées  par  deux  lignes  par- 

quelconque  entre  elles  et: 

#'  , , >'  et  «"  > A"  t >’• 

tant  de  l’origine  et  comp- 

avec  les  axes,  et  qu’on j 

U et  s même  signification 
qu’à  l’article  105. 

g. , g., , g « «ont  les  forces 

tées  sur  les  directions 
respectives  de  ces  vites- 
ses , U sera  représenté 
en  direction  et  quantité 
par  ie  troisième  côté  du 
triangle  dont  V,  et  Vn 
sont  lesdcuxautrcscôtés. 

+7- 

Lorsqu’un  point  maté- 
riel est  animé  de  forces 
accélératrices  constantes 
parallèlement  aux  trois 
axes  coordonnés , ces  for- 

imprime  à un  point 
matériel  deux  vitesses 
dans  les  sens  respectifs  de 
chacune  de  ces  lignes, 
trouver  , 

i.°  La  vitesse  unique 
résultante  ; 

2.0  La  direction  du 
mouvement. 

6j. 

Un  point  matériel  étant 
sollicité  par  trois  puissan- 
ces constantes  qui  agis- 
sent parallèlement  aux 
trois  axes  coordonnés  , 

accélératrices  imprimées  pa- 

ces  accélératrices  , dans 

trouver,  dans  le  cas  où  il 

rallélement  aux  axes  des  x. 

le  cas  où  il  n’y  a pas  de 

n’y  aurait  aucune  vitesse 

y « Z- 

vitesses  initiales , se  com- 

constante  initiale  , 

s est  la  longueur  de  la  ligne 

posent  en  une  seule  pa- 

l .°  La  nature  de  la  ligne 

parcourue  dans  l’espace. 

rcillement  constante,  de  la 

parcourue  par  ce  point; 

a. , /3  et  y les  angles  for- 

même  manière  que  s’il 
s’agissait  de  mouvcnicns 
uniformes. 

2.°  La  direction  du 
mouvement  j 

j.°  L’expression  de  la 

més  par  la  ligne  s et  les  axes 
des  x,  y et  j. 

force  accélératrice. 
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iop.  D'après  cela,  un  point  matériel  étant  sollicité  dans  les 
directions  de  deux  lignes  qui  se  coupent  à l’origine  et  qui  font  respecti- 
vement des  angles  <x/  , /3',  y'  ; ce",  /3"  , y“  avec  les  axes  des  x , des  y 
et  des  i,  par  des  puissances  constantes  capables  d’imprimer  des  forces 
accélératrices  G,  et  G u , on  aura , dans  le  cas  où  il  n’y  a pas  de 
vitesse  initiale, 

a:  = \gt\ 

g —y  [G]— \-i  G, GJcos.aJ cos. — | — cos.  /3' cos. /3"; cos. y' cos. y") G\ ] 

G coi.  a'  -4-  (»_cos.«" 

COS.  et  = ; 

8 


COS.  (i  = 


cos.  y zzr 


G t co t.  ô,  -+-  G„  cos. 


G,  cos.  y -h  Gt, cos.  y 


Le  cosinus  de  l’angle  formé  par  les  deux  lignes  qui  se  coupent  à l’ori- 
gine , a pour  valeur 


cos.  cos.  et"  cos.  /3'  cos.  /3"  — I-  cos.  y cos.  y" . 


Ainsi , nous  pouvons  dire  ici  de  g ou  de  la  force  accélératrice  résul- 
tante , ce  que  nous  avons  dit  de  la  vitesse  résultante  U,  art.  1 07. 


I l O.  En  généralisant  la  théorie  de  l’article  6,  on  parvient  à un 
théorème  sur  la  nature  de  la  ligne  parcourue  et  la  direction  du  mouve- 
ment , dans  une  infinité  de  cas  où  les  espaces  parcourus  parallèlement  aux 
axes  sont  égaux  aux  produits  d’une  fonction  quelconque  du  temps  par 
des  quantités  données.  Ainsi  les  équations  des  mouvemens  imprimés  étant 

* = af(0>  y = hf(‘):  Z = cf(0. 

on  a 

y — ~ x;  1 — ~ x ; s — b1  -+-  s y-f(t ); 


la  ligne  parcourue  est  une  droite , faisant  avec  les  axes  coordonnés , des 
angles,  dont  les  cosinus  sont 


cos.  a,  : 


■G 


; cos.  /3  = 


-G 


; cos.  y = 


-4- <V‘ 


Digitized  by  Google 


1." 


partie.  NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 


a , &' , *“  > £“  • y"  : 

angles  respectivement  formés 
par  les  directions  de  deux 
puissances  constantes  G , et 
Gti,  et  par  les  axes  des  x, 

|r  « Z- 

t , 0 et  y angles  que  sa 
direction  fera  respectivement 
avec  les  axes  des  x , y et  j. 

Ç — la  force  accélératrice 
[unique  qui  aura  lieu. 

j = la  ligne  droite  par- 
courue pendant  le  temps  ». 


NOTATION. 


DEFINITIONS. 


s — la  ligne  droite  par- 
courue pendant  1e  temps  t. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


+8. 

Dans  le  cas  du  pro- 
blème 66  , si  on  prend 
dans  l’espace  deux  lignes 
qui  se  coupent , qui  soient 
respectivement  parallèles 
aux  directions  des  deux 
puissances  , et  dont  la 
longueur  , à partir  du 
point  d’intersection , re- 
présente ces  puissances, 
la  ligne  droite  qui  joindra 
les  extrémités  de  ces  deux 
lignes  , représentera  en 
quantité  et  en  direction 
la  puissance  unique  ré- 
sultante. 


+9- 

Si  un  point  matériel 
est  animé,  parallèlement 
aux  trois  axes , de  trois 
mouvemens  dont  les 
équations  soient 
x = af  (i) 

y = bf  (t) 

Z = cf  (‘)  > * 

\f  ( t ) étant  une  fonction 
quelconque  de  t,  ce 
'point  décrira  une  ligne 
droite  passant  par  l'ori- 
gine. 


66. 

Un  point  matériel  étant 
sollicité  par  deux  puis- 
sances constantes  dans  les 
directions  respectives  de 
deux  lignes  qui  se  cou- 
pent à l’origine  et  qui 
font  un  angle  quelconque 
entre  elles , trouver  l’é- 
quation du  mouvement , 
et  la  direction  de  la  ligne 
parcourue. 


i S ,i 

yaM 
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111.  Examinons  le  cas  où  le  point  matériel  est  animé  de  forces 
accélératrices  constantes  parallèlement  aux  trois  axes,  avec  des  vitesses 
initiales.  Les  équations  du  mouvement  imprimé  sont,  dans  ce  cas, 

.v  = vtt  ksf;  y = K‘  -+-  i = Kj  -+*  US* 

on  trouve  pour  la  projection  sur  le  plan  xy  de  la  courbe  parcourue , 
y%  -f-  x*  — — xy  -f-  A x B y C — o , 

St  St  • 

A.  B et  C étant  des  constantes;  et  on  voit  par  la  comparaison  des  coèffi- 
ciens  de  x 1 et  xy . que  cette  projection  est  une  parabole.  La  projection  st;r 
l’un  des  deux  autres  plans  coordonnés  aurait  une  équation  de  même 
forme  ; ainsi  la  ligne  parcourue  est  une  parabole. 

On  peut , sans  chercher  les  équations  de  projection  , s’assurer  que  la 
courbe  parcourue  est  plane  , en  éliminant  le  temps  des  trois  équations 
de  mouvement  ; ce  qui  conduit  à une  équation  de  la  forme 
ax  -+-  by  -+-  ci  = o, 

qui  est  celle  d’un  plan. 

Si  on  cherche  pour  un  instant  quelconque  les  vitesses  parallèles  aux  trois 
axes , ou  les  valeurs  de  et  , et  qu’on  les  compose  en  une 

seule,  conformément  à ce  qui  est  dit  art.  106 , on  aura 

v = Ÿ[(K  ~+~  SA)1  -+-  CK,  •+•  gj)1  -A-  CKu  -A-  But*)*]  • 

et  on  trouvera  pour  la  valeur  de  la  force  accélératrice  dans  le  sens 
du  mouvement , 

z.'v.  g.  ')  •+-  g J K <r„  >)  -+-  g,„  <) 

* J<  ''[(K  (ym  ■+■  f. <)'  (ym  '/] 

ou 

A‘  i B 

^ ~~~  A' t1 -t- t B i -t- C‘  J * 

112.  On  peut  simplifier  les  considérations  précédentes,  en  composant 
les  trois  vitesses  initiales  en  une  seule , et  composant  de  la  même  manière 
les  trois  forces  accélératrices  g, , ga  et  gM , le  mouvement  serait  alors 
considéré  comme  résultant  de  la  combinaison  d’une  vitesse  et  d’une 
force  accélératrice  constante , et  il  aurait  lieu  dans  un  plan  passant  par 
deux  lignes  qui  se  couperaient  à l’origine  et  feraient  avec  les  axes  des  x , 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉ  OR  £ M £ S. 

PR  OB  LÈMES. 

V,  , V,t , Vm  sont  les 
vitesses  primitives. 

g.,  g«,  g„  sont  des  forces 
accélératrices  constantes. 

50. 

Un  point  matériel  étant 
animé , parallèlement  aux 
trois  axes  coordonnés  , 
par  des  forces  accéléra- 
trices constantes , combi- 
nées avec  des  vitesses 
initiales,  les  projections 
de  la  courbe  décrite  sont 
des  paraboles  , tous  ses 
points  sont  dans  le  même 
plan  ; cette  courbe  est 
une  parabole. 

67. 

Un  point  matériel  étant 
animé,  parallèlement  aux 
trois  axes  coordonnés,  par 
des  forces  accélératrices 
constantes  , combinées 
avec  des  vitesses  initiales, 
trouver  les  équations  des 
projections  de  la  courbe 
décrite  , la  vitesse  et  la 
force  accélératrice  à un 
instant  quelconque. 

■a,  b et  c sont  trois  cons- 
tantes. 

v = vitesse  dans  la  direc- 
tion du  mouvement. 

0 = force  accélératrice  dans 
la  direction  du  mouvement. 
A‘=g;  -*-gj 

b = g,  y,  g„  K 

c"=  v;  v,;  +f„‘. 

5 *♦ 

Les  trois  mouvement 
uniformément  accélérés  , 
imprimés , parallèlement 
aux  trois  axes  , à un 
point  matériel , avec  des 
vitesses  initiales  , peu- 
vent toujours  se  réduire 
à deux  mouvement,  l’un 

. K 
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y et  i , des  angles  dont  les  cosinus  seraient  respectivement , 

r°"r '* 1 " «i > 

P°»  >■  ■v-fw.V  ■ 

Le  cosinus  de  l’angle  forint?  par  ces  deux  lignes , serait , au  commencement 
du  mouvement , égal  à — ; la  vitesse  , dans  le  sens  de  la  première  , 
serait  C,  et  la  force  accélératrice,  dans  le  sens  de  la  seconde,  serait  A. 


I i 3.  La  propriété  qu’a  le  mouvement  précédemment  analysé,  de 
donner  des  trajectoires  planes , s’étend  à une  infinité  de  mouvemens  , 
dans  lesquels  les  espaces  parcourus  seraient  des  fonctions  quelconques  du 
temps , et  dont  les  équations  sont  de  la  forme 

x = a,f(t)  b,f(t) 

y — aJ(0  •+-  l,J(0 

z = -+-  ijf(t). 

f(t)  et  ff(t)  étant  des  fonctions  quelconques  de  t ; en  éliminant  f(t) 
ttff(t)  de  ces  équations,  on  parvient  à une  équation  de  la  forme 
ax  -t-  b y H-  r J — o , 
qui  est  celle  du  plan  dans  lequel  le  mouvement  a lieu. 


l 14..  La  théorie  du  mouvement  des  projectiles  dans  le  vide,  n’est 
qu’un  cas  très-particulier  de  la  théorie  précédente;  on  a pour  les  équa- 
tions des  mouvemens  horizontal  et  vertical, 


_l_ 

x — t(igh)~  cos.  0;  2 = t(%ghp  sin.  0 — {gt'i 
éliminant  t de  ces  équations , il  viendra 


Z — x tang.  0 — 


4.  h cos.*  8 


Le  mobile  rencontre  la  ligne  horizontale  aux  points  correspondans 
à x = o et  x ==  2 h sin.  (2^)  : cette  dernière  valeur  est  celle  de  ce 
qu’on  nomme  l’ amplitude  du  jet  ; et  on  voit  que,  pour  une  vitesse  initiale 
donnée,  la  plus  grande  timpUtude  a lieu  lorsque  6 = i'71"’  la  plus  grande 
élévation  verticale  correspond  kx  z=.  h sin.  (2^)  et  a pour  valeur  h sin.1  0. 
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i.re 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

uniforme , l’autre  unifor- 
mément accéléré , dirigés 
suivant  des  lignes  qui  se 
coupent  à l’origine  , et 
dont  les  inclinaisons  se 
déterminent  dans  tous  les 
cas. 

Si  l’on  imprime  à un 

f et  ff  sont  les  signes  de 

point  matériel  parallèle- 
ment aux  trois  axes , trois 
mouvemens  dont  les  é- 
quations  soient  respecti- 
vement 

fonctions. 

* = *,/(>)- 1-  K fff>) 

U — vitesse  initiale  d’un 
point  matériel  pesant,  dont 
le  mouvement  a lieu  dans  le 
plan  des  aj;  ce  plan  est 
supposé  vertical  et  l’axe  des 

r = ‘«ff1)  f(<) 

1 = ".,./(>)  -4-  hffO. 
la  courbe  décrite  par  ce 
point  sera  une  courbe 
plane  , f ( t ) et  ff  (t) 
étant  des  fonctions  quel- 
conques de  r. 

. 

ç horizontal. 

6 = angle  formé  par  la 
direction  de  U et  par  Taxe 
horizontal  des  x, 

h = hauteur  due  à la 

vitesse  V. 

g — la  force  accélératrice 
due  à la  pesanteur  ; ce  qui 
donne  U = Y (igh). 

•e  — la  demi-circonférence 
dont  le  rayon  est  l'unité. 

PROBLÈMES. 


68. 

Un  point  matériel  pe- 
sant , étant  lancé  dans  le 
vide , dans  la  direction 
d’une  ligne  qui  fait  un 
angle  donné  avec  l’hori-! 
zon  , et  avec  une  vitesse 
initiale  pareillement  don- 
née, trouver,  i.°  l'é- 
quation de  la  courbe  dé- 
crite par  ce  point  ; 2.° 
Y amplitude  du  jet  ; 3.°, 
sous  quel  angle  il  faut  lan-j 
ccr  le  mobile,  afin  que,! 
pour  une  vitesse  initiale 
donnée  , Y amplitude  soit 
un  maximum  ; 4.”  la  plus 
grande  hauteur  initiale  à 
laquelle  s’élève  le  mo- 
bile. 

. K 2 
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I | y Le  mouvement  étant  quelconque  , on 
la  vitesse  le  long  de  la  courbe  décrite 


les  trois  vitesses  parallèlement  aux  x,  y et  z . 
la  force  accélératrice  dans  le  sens  de  la  cour 
celles  parallèles  aux  x , y et  j . 


des  x . 


. cos  et  ; 


d s 

d t 

d x 

dy  rfç 

TT' 

dt  ' dt 

du  dx  s 

~77  77" 

dx  x 

£y_  . *1 

~d7; 

dt'  ‘ dt' 

■ 

d x d x 

» 

d t d s 

1 

dy  dy 

u 

de  dt 

1 

dl  d ; 

U 

dt  d t 

Cosinus  des  trois  angles  formés 
par  la  direction  du  mouvement 
et  les  axes 

1 des  j.  . . cos. y = 

i 

d’où  on  déduit  la  conclusion  énoncée  au  théorème  53. 

I 16.  Il  est  aisé  maintenant  de  donner  les  équations  générales  du 
mouvement  d’un  point  matériel  sollicité  par  des  puissances  quelconques. 
Ces  équations  sont 

Pcos.a.z=z-Ç~-m;  P cos.  (S  = m ; Pcos.  y = -~ -m, 

qu'on  peut  écrire  ainsi , 

-77-m-X=o;-7?-m-Y=:o-, 

m peut  être  pris  pour  unité  ; on  peut  aussi , m étant  quelconque  , diviser 
les  deux  membres  de  chaque  équation  par  la  masse , et  alors  les  premiers 
membres  ne  contiendront  que  des  forces  accélératrices. 

117.  Ces  équations  fournissent  une  première  conséquence  très- 
remarquable  : si  l’on  considère  P comme  une  force  accélératrice , on  a 

: 


^ \ — m — Z — o, 


d t ' 

y—  cos.  /3  — P cos.  fi'  cos.  (i  —H  P cos.  /S'  cos.  fi  -+-  &c. 

d t 

■ * , - cos.  y — P cos.  cos.  y -+-  P cos.  y“  cos.  y &c.  ; 

d t 


■ cos.  a.  = P cos.  et'  cos.  et  — f-  P cos.  et"  cos.  a. 


&c. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉOR  ÈMES. 

PROBLÈMES. 

l = la  longueur  de  l’are 

îî- 

de  courbe  pircouru. 

Un  point  matériel  étant 

u — la  vitesse  au  bout  du 

sollicité  par  des  puissan- 

temps  t dans  le  sens  de  la 

ces  et  décrivant  une  cour- 

courbe. 

a,  fi  et  y sont  le.  angles 
formés  par  la  direction  de  u 

be,  quelconques,  si  4 un 
instant  de  son  mouvement 

les  puissances  cessent  d’a- 
gir sur  lui,  il  continuera  à 
se  mouvoir  uniformément 

et  par  les  axes  des  x ,y  et  J. 

d x d y d j 

avec  la  vitesse  qu'il  avait 

. d s 9 d s d s 

à cet  instant,  et  dans  la 

sont  les  cosinus  des  angles 

direction  de  la  tangente  , 

formés  par  la  tangente  à la 

menée  à la  courbe  qu*il 

69. 

courbe  parcourue  et  par  les 

décrivait , au  point  où 

axes  des  x , y et  £. 

les  puissances  ont  cessé 
d’agir  sur  lui. 

Un  point  matériel  étant 
sollicité  par  des  puissan- 
ces en  nombre  et  quan- 
tité quelconques  .trouver 

P = résultante  de  toutes 

les  irois  équations  géné- 
rales de  son  mouvement. 

les  puissances  qui  agissent 
sur  le  point  matériel. 

a,  & et  y sont  les  angles 
formés  par  la  direction  de  P 
et  par  les  axes  des  x , y et  j. 

m = la  masse  du  point 
sollicité  par  la  puissance  P. 

X , y et  Z sont  les  com- 
posantes de  P parallèles  aux 
axes  des  x ,y  e t j. 

t 

P' , P’  &c.  sont  les  com- 
posantes de  Pi  a , «"  dtc. , 
, 6"  Ote.  , y1,  y-  , ôte., 
angles  formés  par  la  direction 
de  chaque  force  et  par  les 
trois  axes. 

1 ■ 
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on  trouve  d’un  autre  côté,  pour  les  cosinus  des  angles  formés  par  la 
tangente  de  la  ligne  parcourue  et  par  la  direction  de  chaque  force , les 
équations 

cos.  0'  = cos.  a.  cos.  a/  cos.  /3  cos.  /3'  -+-  cos.  y cos.  y' 
cos.  0 _ cos.  a.  cos.  cl  — cos.  /S  cos.  fi"  cos.  y cos.  y" 

Sic.  &c. 

qui , combinées  avec  les  précédentes  , donnent 

u = A -+-  [P  cos.  0'  -+-  P cos.  0"  -+-  Sic.  ] dt. 

On  voit , par  cette  équation , que  les  forces  perpendiculaires  à la  tan- 
gente n’influent  en  rien  sur  la  vitesse , et  qu’ainsi  le  point  matériel  étant 
assujetti  à se  mouvoir  dans  un  canal  curviligne , la  résistance  des  parois  de 
ce  canal  11e  diminuera  rien  de  sa  vitesse. 

Si,  dans  cette  dernière  hypothèse,  le  point  était  abandonné  à une 
impulsion  primitive,  il  conserverait  constamment  la  vitesse  A qu’il  aurait 
eue  au  premier  instant  dans  le  sens  de  la  tangente  à l’origine  de  la  courbe 
qu’il  serait  assujetti  à parcourir. 

On  voit  encore  que  toutes  les  puissances  qui  n’entrent  pas  dans  les 
termes  P cos.  0'  -f-  P'  cos.  0"  &c. , sont  employées  à presser  la 

paroi  du  canal  sur  laquelle  elles  agissent  à angle  droit. 

I I 8.  Les  équations  de  l’art.  1 1 6 servent  en  général  à faire  connaître 
la  courbe  parcourue  en  vertu  de  puissances  données , ou  à trouver  les 
puissances  qui  feraient  parcourir  une  courbe  donnée  ; mais  on  en  déduit 
immédiatement  des  propriétés  générales  du  mouvement,  qu’il  est  important 
de  connaître.  Voici  d’abord  celles  des  aires  données  par  les  équations 

|=... 


xdy  — ydx  xd%  — ^d  x 


yd z — ^dy 

et  sont  respectivement  les 


projections  sur  les  plans  xy,  et yi  de  l’aire  décrite,  pendant  l’instant  dt, 
par  le  rayon  vecteur  du  mobile. 

A y — i x , yVj  — Z x et  Z y sont  les  moment  des  puissances 

qui  sollicitent  le  mobile  (en  prenant  le  mot  moment  dans  l’acception  de 
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PROBLÈMES. 

6' , S"  , &c. , angles  formés 
par  la  direction  du  mouve- 
ment , qui  est  celle  de  la  tan- 
gente à la  courbe  parcourue  , 
et  par  1a  direction  de  chaque 
puissance. 

a , jS , y , angles  formés  par 
la  tangente  ou  parla  direction 
du  mouvement  et  par  les  axes. 

A est  une  constante  intro- 
duite par  l*intégration , qui  se 
rapporte  à la  vitesse  initiale. 

54- 

Le  mobile  étant  assu- 
jetti à se  mouvoir  le  long 
d'une  courbe  quelconque, 
plane  ou  non  , la  pression 
qu'il  exercera  sur  cette 
courbe  ne  diminuera  rien 
de  sa  vitesse. 

70. 

Trouver  la  somme  des 
composantes  qui  , à un 
instant  quelconque , agis- 
sent dans  le  sens  de  la 
tangente  à la  courbe  par- 
courue par  le  mobile. 

55- 

On  déduit  des  équa- 
tions du  mouvement  d’un 
point  matériel , plusieurs 
conséquences  générales  : 
1 Les  valeurs  des  pro- 
jections , sur  les  plans 
coordonnés  , des  aires 
décrites  par  le  rayon  vec- 
teur du  point  mobile  ; 

a,,  a»i  am  sont  des  cons- 
tantes , et  tontes  les  autres 
lettres  de  l’article  1 1 8 ont 
la  meme  signification  qu’à 
l’article  116. 

7*- 

Trouver  les  projec- 
tions , sur  les  plans  coor- 
donnés , des  aires  instan- 
tanées décrites  par  le 
rayon  vecteur  du  point 
mobile  : 

1 .°  Lorsqu'il  est  solli- 
cité par  des  puissances 
quelconques  ; 
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l’art.  59),  prises  respectivement  par  rapport  aux  axes  des  1 , des  y et 
des  x.  Ainsi  les  ternies  affectés  du  signe  f dans  les  équations  précé- 
dentes , s’évanouiront,  i.°  lorsque  le  mobile  abandonné  aune  impulsion 
primitive  ne  sera  sollicité  par  aucune  puissance;  ce  qui  donne  Xz=z  o, 
Y = o et  Z = o : a.°  lorsqu’il  sera  sollicité  par  des  puissances  dirigées 
vers  l'origine  des  coordonnées , cas  auquel  les  momens  sont  nuis.  On 
aura  donc , dans  l’un  et  l’autre  de  ces  deux  cas  , 


x dy  — ydx 


xd  ? 


iJx 


ydl  — Zdy  _ 
dt 


dt •’  de  — « ’ 

Les  aires  décrites  pendant  le  temps  t seront  proportionnelles  à ce  temps  : 
on  verra , art.  1 27  , une  application  de  ce  principe.  Dans  le  premier 
des  deux  cas  ci-dessus , celui  où  on  a J = o , Y = o et  Z =:  o , 
la  proportionnalité  des  aires  aux  temps , a lieu  , quel  que  soit  le  point 
de  l’espace  qu’on  prenne  pour  origine  des  coordonnées. 


I 1^.  On  déduit  encore  des  équations  de  l’art.  1 16  , la  suivante: 

v*  = Jx‘  - J/t  ’ ^ ~ " = C -+-  2 f (Xdx  -4-  Ydy  -+-  Z dL). 

L’expression  J" (Xdx  -f-  Ydy  -f-  Zdi)  est  une  différentielle  exacte, 
toutes  les  fois  que  les  puissances  sollicitantes  sont  fonctions  des  distances 
entre  le  point  matériel  quelles  sollicitent , et  d’autres  points  pris  sur 
leurs  directions  respectives  ; et  ce  cas  est  en  général  celui  de  la  nature  : 
on  a , lorsqu’il  a lieu  , 

y — C — I — 2 P ■ 

Lorsque  le  corps  est  abandonné  à une  impulsion  primitive , on  a •cons- 
tamment v*  = C. 


120.  Enfin  , si  le  corps  se  meut  ou  librement  dans  l’espace,  ou 
sur  une  surface  courbe , sans  tire  assujetti  à y suivre  une  trace  déter- 
minée , telle  que  serait  la  direction  d’une  rainure  ou  d’un  canal , la 
courbe  qu’il  décrit  , comparée  à une  autre  courbe  quelconque  , dans 
le  premier  cas , et  à une  quelconque  de  celles  qu’on  peut  tracer  sur 
la  surface  où  le  mouvement  a lieu  , dans  le  second  cas , donne  cette 
équation  remarquable,  qui  se  rapporte  au  principe  de  la  moindre  action  : 

ï/vds  = a ~xix  - y/  -*•  ^ . 
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NOTATION. 


DÉFINITIONS.  THÉORÈMES. 


v = U vitesse  au  point  de 
la  courbe  décrite  qui  a x , y 
et  l pour  coordonnée». 

C — une  comtante. 

L =f  (XJ*  -+•  Ydf  -+-  Z ii). 


ds  = l’élément  de  la  courbe 
décrite  par  le  point  mobile. 

A — une  constante. 
t'  est  le  signe  de  variation 
indiquant  qu’on  passe  de  la 
courbe  décrite  par  le  point  l| 


PROBLEMES. 


2.”  La  propriété  qu’ont 
les  projections  de  ces 
[aires  d’être  proportion- 
nelles au  temps  pendant 
lequel  elles  sont  décrites , 
lorsque  le  mobile  ou  se 
meut,  avec  une  vitesse 
constante , en  vertu  d’une 
impulsion  primitive  , ou 
est  sollicité  par  des  puis- 
sances dont  les  directions 
passent  par  l'origine  des 
[coordonnées  ; 

q.°  La  valeur  du  carré 
de  la  vitesse,  d’où  on 
déduit  celle  de  la  force 
vive  ; 


2."  Lorsque  les  direc- 
tions des  puissances  solli- 
citantes passent  par  l’o- 
rigine des  coordonnées , 
ou  que  le  point  mobile, 
abandonné  à une  impul- 
sion primitive,  se  meut 
avec  une  vitesse  cons- 
tante. 


q..*  La  propriété  qu’i 
I f(vds)  d’être  un  mini - 


72, 

Trouver  l’expression 
générale  du  carré  de  la 
vitesse;  d'où  on  déduit 
celle  de  la  force  vive. 


73- 

Trouver  l’expression 
générale  de  la  variation 
de  f (vdi)j  et  sa  valeur 
définie  entre  deux  points 
déterminés  de  la  courbe 
parcourue  par  le  mobile. 


* L 
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Entre  deux  points  déterminés  de  la  courbe  décrite , supposés  inva- 
riables, ou  pour  lesquels  on  a JVv  = o , S'y  = o , S j z=.  o , lcquation 
précédente  devient  S'  .J'vds  = o ; c’est-à-dire  que  tout  mouvement 
libre  d’un  point  matériel , soit  dans  l'espace  absolu  , soit  sur  une  surface, 
a cette  belle  propriété  que  l’intégrale  / vds  est  un  minimum. 

Lorsque  le  point  se  meut  sur  une  surface  courbe  en  vertu  d'une 
impulsion  primitive , on  sait  que  v est  constante.  Le  principe  de  la 
moindre  action  donne  donc  alors  S'  . f ds  — o;  c’est-à-dire  que  le 
mobile  arrive , d’un  point  quelconque  de  la  courbe  qu’il  décrit , à un 
autre  de  la  meme  courbe  , par  le  plus  court  chemin  qu’on  puisse  tracer, 
entre  ces  deux  points , sur  la  surface  où  il  est  assujetti  à se  mouvoir.  Le 
plan  , passant  par  deux  élémens  consécutifs  de  cette  courbe , pour  la- 

n 11/  ■ ddz  pdz  -+-  dx  . 

quelle  on  a i équation  —jjj  = { - — est  toujours  perpendi- 

culaire à la  surface  sur  laquelle  elle  est  tracée.  Les  lignes  connues  en 
géographie  sous  le  nom  de  perpendiculaires  à la  méridienne  , sont  de 
la  nature  de  celle  dont  je  viens  de  parler. 

I 2 I • K étant  une  fonction  de  x , y et  z , et  K z=z  o l'équation  de 
la  surface  sur  laquelle  le  point  matériel  est  assujetti  à se  mouvoir,  la 
pression  normale  qu’il  exercera  contre  cette  surface,  aura  pour  valeur, 

(dpdx  -+-  dqdy)vx  ^ Xp  -+-  Y q — Z 

ds‘  V ( I -+-  p‘  -t-  q ‘ ) ' / ( I -t-  p'  q‘  ) 

La  première  partie  de  la  valeur  de  N ne  dépend  que  de  la  vitesse  : la 
seconde  partie  de  la  même  valeur  est  donnée  par  l'action  des  puissances  ; 
et  si  le  point  se  meut  seulement  en  vertu  d’une  impulsion  primitive , on 
aura  r = [</s*  V ( t — t—  p1  H—  qx : (dpdx  — t—  dqdy)  , et  dans 
ce  cas 


On  peut  déduire  de  cette  valeur , la  seconde  des  propriétés  énoncées  à la 
fin  de  l'article  précédent. 

Si  le  point  matériel  est  assujetti  à se  mouvoir  dans  un  canal  infiniment 
étroit,  de  courbure  quelconque,  la  pression  normale  qu’il  exercera  contre 
la  paroi  de  ce  canal , se  déduira  de  la  vitesse  combinée  avec  l’action 
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NOTATION. 


mobile,  à une  autre  courbe 
infiniment  voisine  , qui  a 
d’ailleurs  une  trace  entière- 
ment arbitraire  lorsque  le 
point  se  meut  librement  , et 
qui,  lorsque  le  point  est 
assujetti  à se  mouvoir  sur 
une  surface,  doit  être  tracée 
sur  la  même  surface.  Les 
points  où  Ix  , l y et  i £ sont 
nuis , répondent  aux  inter- 
sections de  la  courbe  décrite 
et  de  la  courbe  arbitraire. 

dx  , dy  et  di  sont  des 
différentielles  qui  se  rappor- 
tent à deux  points  infini- 
ment voisins  de  la  courbe  dé- 
crite par  le  point  mobile. 

On  déduit  de  l'équation 
À'  — o 


di  = pdx  -H  qdy  , 


p ttq  étant  chacun  fonctions 
de  x et  y. 


(%)--&)'(%) 

(%)-(£)■(%>. 

y — U vitesse  du  mobile 
dans  le  sens  de  la  courbe 
qu'il  décrit. 

r = le  rayon  osculateur 
de  cette  courbe  , au  point  où 
se  trouve  le  mobile. 

N — la  pression  que  le 
mobile  exerce  sur  la  surface. 

Voyez,  art.  260  , les  co- 
sinus des  angles  formés  par  la 
direction  de  A' et  par  chacun 
des  axes.  Ce  sont  les  quan- 
tités c, , c„  et  c„  ci-après. 


DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

• 

74. 

Déterminer  les  proprié- 
tés générales  et  caraclé- 
ristiqoes  de  la  courbe  dé- 
crite par  un  point  maté, 
riel,  lorsque,  livré  à une 
impulsion  primitive , et 

n’étant  sollicité  par  au- 
cune puissance , il  est 
assujetti  à se  mouvoir  sur 
une  surface  courbe. 

7f  • 

Le  point  mobile  étant 
assujetti  à se  mouvoir  sur 
une  surface  ou  sur  une 
ligne  quelconque  , dé- 
terminer la  valeur  de  la 
force  centrifuge  , ou  de 
la  pression  normale  qu'il 
exerce  contre  cette  sur- 
face ou  contre  cette  ligne, 
soit  que  des  puissances 
quelconques  le  sollicitent, 
ou  que  , livré  à une  im- 
pulsion primitive,  il  se 
meuve  avec  une  vitesse 
constante  ; et  appliquer 
la  solution  de  la  seconde 
partie  du  problème  , au 
cas  où  le  point  matériel 
se  meut  sur  une  circonfé- 
rence de  cercle. 


j.»  La  pression  que 
le  point  matériel  exerce 
contre  une  surface  ou 
une  ligne  sur  laquelle  il 
est  assujetti  à se  mouvoir, 
en  supposant , ou  qu'il 
est  sollicité  par  des  puis- 
sances, ou  qu’il  se  meut 
avec  une  vitesse  cons- 
tante , en  vertu  d'une 
impulsion  initiale; 


*L  2 
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des  puissances.  Nous  avons  vu  , art.  96 , comment  s’évalue  la  pression 
due  à cette  action  , quand  il  s’agit  d’une  courbe  à double  courbure  ; si  le 
corps  se  meut  sur  une  courbe  plane  située  dans  le  plan  *■£ , on  déduit  des 
équations  de  l’article  précédent , 

-,  v*  Xdv  — Xdx 

N _= 1 . 

r as 

TV  peut  être  considérée  comme  une  puissance  particulière  agissant  sur  le  corps, 
et,  sous  ce  point  de  vue,  les  valeurs  de  ses  composantes  ou  ses  produits 
respectifs  par  ct,  cn,  et  cm  étant  introduits  dans  les  formules  de  l’art.  1 1 6, 
les  équations  qu’on  obtiendra  donneront  les  circonstances  du  mouvement 
comme  si  le  corps  était  libre.  Autrement , introduisant  N comme  une 
puissance  inconnue  en  quantité,  mais  connue  en  direction,  dans  les  trois 
équations , art.  1 1 6,  et  l’éliminant  ensuite,  ces  trois  équations  se  réduiront 
à deux , qui , avec  celle  K " o , rempliront  le  même  objet. 

12  2.  N mesure  ce  qu’on  appelle  la  force  centrifuge , qui,  lorsque  le 
mobile  décrit  un  cercle  avec  une  vitesse  constante,  a pour  valeur  V1  : R 
ou  zgH  : R,  ou  enfin  x*  R. 

123.  Les  problèmes  qui  se  rapportent  au  pendule  simple,  fournissent 
une  application  intéressante  de  la  théorie  du  mouvement  d’un  point 
matériel.  Prenons  d’abord  le  cas  où  le  pendule  se  meut  dans  un  plan 
vertical  ; ce  cas  peut  être  assimilé  à celui  où  un  point  matériel  pesant  est 
obligé  de  se  mouvoir  sur  un  arc  de  cercle  situé  dans  un  plan  vertical. 
Comptant  les  x à partir  du  point  le  plus  bas  sur  la  verticale  qui  passe 
par  le  point  de  suspension,  la  relation  entre  l’espace  parcouru  et  le  temps, 
et  celle  entre  la  force  accélératrice  angulaire  et  l’angle  décrit,  sont  données 
par  les  équations 

— <h 


<lt  — 


v[ig(b  — *;  ] 


du 

dt 


S 


Mil. 


La  première  convient  à une  courbe  quelconque.  La  vitesse  initiale  doit 
entrer  dans  la  valeur  de  la  constante  qui  complète  l’intégrale. 

I 24.  On  en  déduit , pour  la  valeur  du  temps  employé  par  le  pendule 
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I. 


re 


NOTATION. 


DÉFINITIONS. 


THEOREMES. 


ds  = l'élément  de  la  courbe 
parcourue. 

C,  = — p:V(  1 -t-p*  -t-îV 

c"  — — -l 

c„==  • : I q'). 

K = !t  vitesse  consume 
dans  le  cercle  parcouru  par  le 
mobile. 

H — la  hauteur  due  à V. 
v — la  v'itrsse  angulaire , 
V 

ou  l’angle  —g-  décrit  par  le 

mobile,  pendant  chaque  unité 
de  temps. 

/?  zz  le  rayon  du  cercle 
décrit. 

r zz  un  arc  variable  com- 
mençant et  finissant  avec  *. 

A ~ un  arc  donné  qui  a 
la  même  origine  que  x. 

b zz  la  valeur  de  * corres- 
pondante à l’extrémité  de  A. 

a — le  rayon  du  cercle 
décrit. 

f et  6 sont  respectivement 
la  valeur  angulaire  de  A et 
celle  de  l’arc  s. 

» zz  la  vitesse  angulaire. 
— la  demi  - circonfé- 
rence quial’unité  pourrayon. 


6 . •  Ce  que  devient 
cette  pression  lorsque  le 
corps  est  assujetti  à sc 
mouvoir  sur  une  courbe 
plane  ; 

7. »  Enfin  , sa  valeur 
lorsque  le  mobile  décrit 
un  cercle  avec  une  vi- 
tesse constante,  cas  au- 
quel la  force  centrifuge 
est  réciproquement  pro- 
portionnelle au  rayon  de 
ce  cercle,  et  directement 
proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse. 

Dans  les  cas  où  l’on 
a à comparer  les  forces 
centrifuges  de  plusieurs 
niasses  dilférentes  , il 
faut  , aux  valeurs  de 
l'art.  122,  substituer  les 
produits  de  ces  valeurs 
par  les  masses  respectives 


a5' 

De  la  force 
centrifuge. 

26. 

De  la  vitesse 
angulaire. 

27‘ 

Du  pendule 
simple. 


P R OO  L £ M ES. 


74. 

Un  point  materiel  pe- 
sant, étant  assujetti  à se 
mouvoir  sur  une  courbe 
plane  située  dans  un  plan 
vertical,  trouver  ia  va-; 
leur  du  temps  employé  à* 
décrire  un  arc  quelconque 
de  cette  courbe. 
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b 


simple  à décrire  un  arc  dont  ie  sinus  verse  — 


{ 


i‘.a<  il  1 f ' 


Le  commencement  et  la  fin  de  cet  arc  correspondent  aux  valeurs  x b 
et  x = o ; la  vitesse  initiale  est  nulle. 

Le  temps  de  l’oscillation  entière  est  double  de  celui  qu’on  vient  de 
déterminer. 

En  conservant  l’hypothèse  de  la  vitesse  initiale  nulle , la  relation  entre 
la  vitesse  angulaire  et  l’arc  parcouru  , est  donnée  par  l'équation 

V = Ÿ [ *S • ( cos.  6 — cos.  f)  ] . 


\iy  Dans  le  cas  des  oscillations  infiniment  ou  extrêmement  petites , 
on  a , pour  l’oscillation  entière , t z=z  mr  Y ( ——  )• 

Le  temps  de  l’oscillation  ne  dépend  plus  de  la  valeur  angulaire  de  i’arc  , 
et  Y isochronisme  a lieu. 

On  peut  traiter  immédiatement  le  cas  des  petites  oscillations , en  obser- 
vant que,  dans  ce  cas,  les  phénomènes  du  mouvement  sont  représentés 

j a 

par  l’intégrale  de  lcquation  - *-  = ( k — a) , 

qui  donne  « = k j i — cos.  [ / V ( ~~)  ] !• 


Cette  équation , par  les  divers  signes  dont  le  cosinus  est  susceptible  , repré- 
sente très-bien  le  mouvement  oscillatoire,  et  donne  les  circonstances  de  ce 
mouvement  à un  instant  quelconque  de  sa  durée.  La  durée  de  l’oscillation 

se  trouve  en  faisant  mrzzLt  V(  d’où  t — mrY  ( — ),  comme  ci-dessus. 

a g 

ll6.  Cette  équation  donne  lieu  à quelques  conséquences  qui 
peuvent  être  utiles.  Deux  des  principales  sont,  t .°  la  manière  de  comparer 
les  longueurs  des  pendules , par  les  temps  employés  à faire  un  même 


nombre  d’oscillations , au  moyen  de  la  formule  a — — —t1  ; 

z.°  la  détermination  de  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur , au  moyen  d’un 
pendule  dont  on  a mesuré  la  longueur  avec  beaucoup  de  précision  , et  dont 

la  durée  des  oscillations  est  très-exactement  déterminée  , g a. 

I 27.  Lorsque  les  oscillations  du  pendule  ne  se  font  pas  dans  le  même 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

77-  | 

Déterminer,  t.*  le 
temps  employé  par  le 
pendule  simple  à par- 
courir un  arc  de  gran- 
deur donnée  ; 

2.“  La  relation  entre 
la  vitesse  angulaire  et 
l'arc  parcouru.  . 

28. 

De  l'isochro- 
nisme. 

Les  oscillations  du 
pendule  sont  isochrones , 
lorsque  les  arcs  décrits 
sont  infiniment  petits. 

78. 

Appliquer  la  solution 
du  problème  précédent 
au  cas  où  les  oscillations 
sont  infiniment  ou  extrê- 
mement petites. 

A est  la  valeur  angulaire 
de  la  moitié  du  petit  arc  par- 
couru pendant  une  oscilla- 
tion. 

u est  l'angle  décrit  au  bout 
du  temps  t. 

57- 

Les  longueurs  des  pen- 
dules sont  proportion- 
nelles aux  carrés  des 
temps  employés  à faire 
un  même  nombre  de  pe- 
tites oscillations. 

79- 

Déduire  des  expérien-1 
ces  sur  le  pendule , laj 
valeur  de  la  force  accélé- 
ratrice de  la  pesanteur,  j 
80. 

Trouver  les  équations 
du  mouvement  d'un  pen-’ 
dulc  à oscillations  coni-j 
ques. 
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plan , le  point  matériel  pesant , qui  est  supposé  lié  à un  fil  inextensible  et 
sans  pesanteur , est  continuellement  sur  une  surface  sphérique  qui  a la 
longueur  du  fil  pour  rayon. 

Le  plan  des  xy.  est  le  plan  horizontal  passant  par  le  point  de  suspension, 
et  les  i se  comptent  au-dessous  et  à.  partir  du  même  point  de  suspension  sur 
la  verticale  qui  passe  par  ce  point,  origine  commune  des  coordonnées  x , 
y,  i;  cela  posé  , les  formules  générales  du  mouvement  de  l'article  1 1 6 , 
donnent  , en  y ajoutant  art.  121  les  termes  qui  dérivent  de  la  condition 
que  le  mouvement  a lieu  sur  une  surface  sphérique , 


d' X 
dt * 


d‘  y — y p . ^ z 

dt‘  T ’ dt * 


_î 

r 


R; 


on  a de  plus  l’équation  de  la  surface  courbe  .y*  -t—  y1  -4-  £*  :=  r*. 

L élimination  de  R , combinée  avec  l’équation  de  la  surface  courbe , 
donne,  en  effectuant  une  première  intégration. 


y d x — xdy 
d t 


m ; 


dx*  dyx  d£ 
2 dt* 


— g (l  — k): 


v i et  gk  sont  deux  constantes  introduites  par  l’intégration  ; la  seconde 
équation  donne  la  valeur  de  la  force  vive  à un  instant  quelconque. 

Introduisant  dans  ces  équations  le  rayon  vecteur  mené  de  l’origine  des 
coordonnées  au  pied  de  J,  on  a 


— j>‘  d<t 
d t 


m; 


dj>'  -H  fx  d d £ 

__ 


= g(z  — *)■ 


L’équation  * j*  ■ = — « » satisfait  au  principe  des  aires  , et  fait  voir 

que  celles  décrites  par  le  rayon  vecteur,  sont  proportionnelles  au  temps; 
c’est  le  principe  énoncé  théorème  j j , n.°  i. 

La  valeur  de  la  tension  du  fil  est  donnée  par  l’équation 


R — 31  - . 

r 


et  pour  avoir  la  relation  entre  le  temps  et  la  distance  j du  mobile  au 
plan  y y , il  faut  intégrer  l’équation 


At  — 


rJ_i 

•'Utrfr*  - ÏJ(Z  - - m']  ’ 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

R = U tension  du  fil. 

* 

r =:  le  rayon  de  la  sphère 
ou  la  longueur  du  fil. 

• 

• - 

8t. 

Trouver  l’expression 
de  la  force  vive  dans  le 
mouvement  du  pendule j 
à oscillations  coniques.  1 

p rayon  vectetir  mené  de 
l'origine  tu  point  où  £ ren- 
contre le  plan  x y , 

<p  angle  de  p et  de  l’axe 
des  x. 

29. 

De  ce  qu’on 
entend  par  \c prin- 
cipe des  aires. 

58. 

Le  principe  de  la  con- 
servation des  aires  a lieu 
dans  le  mouvement  d’un 
pendule  à oscillations 
coniques. 

\ 

82. 

Trouver  la  valeur  de  | 
la  tension  du  fil  dans  le 
mouvement  d'un  pendule 
à oscillations  coniques. 

83. 

Trouver  l’équation  dif- 
férentielle dont  l’inté- 
gration donnerait  la  re- 

M 
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128.  On  peut,  sans  intégrer  cette  équation,  en  déduire  des  consé- 
quences curieuses  : en  effet,  observant  que  l'équation  — o donne  les 

plus  grandes  et  les  plus  petites  valeurs  de  j , ou  en  générai  les  valeurs  de  3 
correspondantes  aux  points  où  la  vitesse  verticale  est  nulle,  et  nommant  a, 
ùetc  respectivement  la  plus  petite,  la  plus  grande  et  la  moyenne  valeur  de 

l qui  correspondent  à = o , on  parvient  aux  équations 


a — b — — c — K ~ o : a c — a b b c — r*  n:  o ; abc  — — tnx  — k r*  rz  o , 

qui  donnent  les  rapports  entre  a , b , c , A et  m. 

On  a ensuite  les  équations 

, . r_£i 

‘ '/{'tli.  — “)(>’  — V(i  ■+• 

— «T  y g(r‘  — )(r‘  — i')] 

Jl  ( r*  — l'Jrfa  -t-  b) 

Lorsque  le  mobile  décrit  un  petit’  cercle  de  la  sphère  parallèle  au  plan 
x y , la  dernière  équation  devient 

(-*-}. 

d t * a ' 


rdi 


129.  Quant  à l’équation  Jt  — — — , 

son  intégration  ne  présente  pas  plus  de  difficulté  que  celle  de  l’équation  de 
l’art.  123;  mais  il  sera  curieux  d’assigner,  sans  avoir  recours  aux  suites  , 
deux  intégrales  limites  entre  lesquelles  se  trouve  la  valeur  de  r , et  qui  sont 


t - 


1 - 


t > Tr ; rr  arc  tang.  —, ; t < — — arc  tang.  -7 . 

Il  n’y  a pas  de  constante  à ajouter  à ces  équations , si  on  suppose  que  l’on 
compte  t = o , lorsque  le  pendule  est  au  point  le  plus  haut  ou  lorsque 
Z = a.  Pour  obtenir  ensuite  le  temps  entier  de  la  descente  du  point  le 
plus  haut  au  point  le  plus  bas , on  a 


f>  l<  <91 

Dans  le  cas  des  oscillations  infiniment  petites , ces  deux  inégalités  coïn- 
cident et  donnent  les  memes  résultats  trouvés  art.  125. 

I 50.  On  peut  encore  appliquer  les  formules  du  mouvement  d’un 
point  matériel  à la  solution  de  differens  problèmes  utiles  ou  curieux. 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


« = I»  demi-circonférence 
qui  a l'unité  pour  rayon. 

Les^y  sc  comptent,  à par- 
tir du  point  le  plus  lias  de  la 
cycloïde  , sur  le  petit  axe  de 
cette  courbe. 


THEOREMES. 


/ri  9iiniu<hJ> 


PROBLEMES. 


lation  entre  le  temps  et 
l'espace  parcouru  verti- 
calement dans  le  mouve- 
ment du  pendule  à oscil- 
lations coniques. 

8+.  • 

Introduire  dans  l'équa- 
tion demandée  par  le 
problème  précédent,  les 
valeurs  de  j correspon- 
dantes aux  points  où  les 
vitesses  verticales  sont 
nulles. 

8y. 

Trouver  l'équation 
dont  l'intégration  doit 
donner  la  relation  entre 
le  temps  et  la  vitesse 
angulaire  autour  de  l'axe 
des  £ ; appliquer  cette 
équation  an  cas  où  le 
mobile  décrit  un  petit 
cercle  horizontal  de  la 
sphère. 

86. 

Assigner  , en  valeurs 
finies  , deux  inégalités 
qui  donnent  les  limites 
du  temps. 


; 1 i.  oui.  iissUi'.i 

87. 

Trouver  le  temps  de 
la  descente  d’un  point 
matériel  pesant  sur  un 
arc  de  cycloïde. 

M z 
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Si  une  cycioïde  est  tracée  sur  un  plan  vertical , et  que  son  grand  axe 
soit  horizontal,  le  temps  employé  par  tin  point  matériel  pesant  à descendre 
le  long  de  cette  courbe  de  la  hauteur  b — y,  sera 

,,/fl  . /XJ!  — (h  •+-  t)  , 

l — t V . arc  cosinus  f — - — — J, 

* g ' h -t-  i ' 

Lorsque  la  vitesse  initiale  est  zéro,  et  qu’on  veut  avoir  le  temps  de  la 
descente  jusqu’au  point  le  plus  bas,  on  trouve 


le 

la 


temps  est  constant  et  indépendant  du  point  du  départ  ; ce  qui  constitue 
propriété  des  courbes  lautochrones. 


I J I.  Deux  points  étant  donnés  de  position,  on  peut  vouloir  assigner 
quelle  est,  parmi  toutes  les  courbes  qu’on  peut  tracer  de  l’un  à l’autre 
point , celle  le  long  de  laquelle  un  point  matériel  pesant  arriverait  le 
plutôt  du  point  supérieur  au  point  inférieur,  la  vitesse  initiale  étant  nulle. 
L’équation  de  cette  courbe  est 


y 


V(üX  - xx) 


C’est  encore  une  cycioïde  dont  le  petit  axe  a est  vertical , les  x étant 
verticales,  et  l’origine  des  coordonnées  à une  des  extrémités  de  l’axe  hori- 
zontal ; considérée  sous  ce  point  de  vue  , elle  est  courbe  brachistochrone. 


132.  Enfin  , si  on  cherche  une  courbe  tracée  dans  un  plan  vertical, 
telle  qu’un  point  matériel  pesant  m,  qui  glisserait  le  long  de  cette  courbe, 
exercerait  normalement  sur  elle  une  pression  constante , on  parviendra  à 
l’équation 

| (*  h-  y)  ' /tj 

dx  “ , 

i*  -*-j>  — [— f*  -+-sr  -t-  a] 

~ ««  le  rapport  de  la  pression  constante  au  poids  du  mobile  ; h la 

hauteur  due  à la  vitesse  initiale;  A une  constante  qui  dépend  de 
l’inclinaison  de  la  courbe  à son  origine,  et  qui  est  donnée  par  l’équation 

A = (k—  ~)V(t). 

k étant  le  sinus  de  l’angle  arbitraire  que  la  courbe  fait  avec  la  verticale 
au  point  de  départ. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS, 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

3°. 

Du  tautochro- 

$9- 

La  cycloïdc  est  une 

h = !»  hauteur  duc  à la 
vitesse  initiale  dans  le  sens 
de  la  courbe. 

b — la  valeur  de  y corres- 
pondante au  point  du  départ. 

4 « = le  diamètre  du  cercle 
générateur. 

nisme. 

courbe  tautochrone. 

88. 

Deux  points  étant 
donnés  de  position  , tra- 
cer une  courbe  de  l'un, 
à l'autre  , le  long  de 
laquelle  un  point  maté- 

?»• 

6o. 

ricl  pesant  arrivera  dans 

Des  courbes 

La  cycloïde  est  une 

le  moins  de  temps  pos- 

brac  histochroncs. 

courbe  brachistochrone. 

sible  , du  point  le  plus 
haut  au  point  le  plus' 
bas  , la  vitesse  initiale 

étant  nulle. 

- 

a 
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SECONDE  PARTIE. 
MÉCANIQUE  DES  CORPS  SOLIDES. 

PREMIÈRE  SECTION. 

ST  A TIQUE. 

I 33.  La  statique  est  la  partie  de  ia  mécanique  qui,  faisant  abstraction 
du  temps , ne  considère  que  les  actions  réciproques  des  puissances , 
appliquées  à un  système  de  points  massifs  et  de  corps , telles  que  les 
efforts  résultant  de  ces  actions  se  détruisent  réciproquement , et  que  le 
système  reste  immobile. 

I 34..  Cherchant  d’abord  les  conditions  de  l’équilibre  d’un  système 
ou  d’un  corps  de  figure  invariable , dont  chaque  point  est  sollicité  par 
des  puissances  de  quantités  et  directions  quelconques , on  commence  par 
ramener  la  question  à celle  où  il  s’agirait  de  forces  dirigées  dans  un  même 
plan  et  de  forces  à directions  parallèles , et  on  trouve  que  l’état  du  système 
dont  il  s’agit , est  le  même  que  s’il  était  sollicité  par  des  puissances  dirigées 
perpendiculairement  au  plan  x y , 

P , cos.  y,  ; Pm  cos.  ; PM  cos.  y,„  &c. , 
et  par  des  puissances  agissant  dans  le  plan  x.y, 

parallèlement  j aux  * • • • cos' *•< ' 

( aux  y . . . P,  cos.  /3;  ; P n cos.  ; PM  cos.  /3,„  &c. 

Toutes  ces  puissances  étant  appliquées  à des  points  de  ce  plan  dont  les 

coordonnées  sont  respectivement 

y,  cos.  >,  — cos.  g,  _ y„  coi.  yn  — 1,,  c os.  t /,'c os.  co»- 

cos.  y,  ’ coj.  y„  ' co>.  ym 

* , coi.  y,  — Z,  coi.  «,  _ »,  COI.  >„  — c,  co!.  a„  _ co».  >■„  — cos.  ^ 
cos.  y,  * coi.  y*  ’ cos.  ym 

I 3 j . Appliquant  à ces  considérations  la  théorie  et  les  formules  des 
art.  7 1 , 77  et  78  relatives  aux  forces  à directions  parallèles,  et  à celles  qui 


Iâuxy. . . 
aux  x . . . 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THEOREMES. 

PROBLÈMES. 

3*- 

De  la  statique. 

P, , P„  , &c. , forces  mo- 
trices , ou  produits  de  chaque 
masse  par  la  force  accéléra- 
trice , que  cette  masse  ( sup- 
posée libre  ) recevrait  de  la 
puissance  qui  agit  sur  elle. 

s9.  (♦) 

Trouver  les  équations 
des  projections  de  la 
direction  d’une  puissan- 
ce, et  les  points  où  cette 
direction  rencontre  les 
pians  coordonnés. 

«, , «...  &c-;  >3, , ,<3cc.; 

P.  i Tu  » angles  que  font 

les  directions  des  puissan- 
ces avec  les  axes  des  x, 
y et  i respectivement. 

*,/  *„>  &C-;/,  ,y„,  &c.  ; 
j,,  <5cc.  coordonnées 

respectives  des  points  d’ap- 
plication des  puissances. 

• 

90. 

Ramener  le  problème 
de  l’équilibre  d’un  sys- 
tème ou  d’un  corps  de 
forme  invariable , aux  cas 
des  forces  à directions 
parallèles  , et  de  celles 
agissant  dans  le  même 
plan. 

• 

( 4 ) 1*  cia<p«én»e  nu- 

méro du  Journal  de  l'Ecole , 
pag.  J eo  ft  tviuuttff. 
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agissent  dans  ie  même  pian , on  trouve,  toutes  réductions  faites,  que  les 
conditions  de  l’équilibre  d'un  système  de  forme  invariable  sont  expri- 
mées par  les  six  équations 

P , cos.  et,  -4-  Pa  cos.  a.*  -4-  Pm  cos.  a,m  -4-  &c.  = o 
P,  cos.  0,  -4-  PH  cos.  0K  -4-  P„,  cos.  0M  -4-  &c.  = o 
P,  COS.  yt  -4-  P„  cos.  yu  -4-  P,u  cos.  yM  -4-  &c.  = o 
P,  (y,  cos-  y J — Z,  COS.  0J  -4-  Pm  (y„  cos.  ym  — z„  cos.  0J  -4-  &c.  = o 
P,  (i,  cos.  et,  — cos.  y J -4-  Pm  fa  cos.  — x0  cos.  y J -+-  &c.  = o 
P,(x,  cos.  0,  — y,  cos.  <tj  -4-  Pu  (xH  cos.  0m  — y„  cos.  et  J -4-  &c.  = o. 

I 36.  On  peut,  dans  les  trois  dernières  équations,  substituer  aux 
coordonnées  des  points  d’application  des  puissances , les  plus  courtes 
distances  de  leurs  directions  aux  axes  coordonnés.  On  a , art  jg  , 
théorème  3 a , 

P, P,  <*-,  = P,  (y,  cos.  y,  — i,  cos.  0J  &c. 

P,  sin.  0,  — P,  ( l,  cos.  a.,  x,  cos.  y J &c. 

P,  r,  sin.  y,  = / x,  cos.  /3,  — y,  cos.  a.,)  &c.  ; 

ce  qui  donne  pour  les  trois  équations  dont  ii  s’agit , 

P, p,  sin.  <t,  -4—  sin.  <t,n  -4-  &c.  = o 

P J q,  sin.  0,  -4-  P„  qa  sin.  0,  H-  &c.  = o 

P, r,  sin.  y,  -4-  P„r„i m,y„  -4-  &c.  = o , 

qui  peuvent  remplacer  les  trois  dernières  de  l’article  précédent. 

I 37.  II.  est  bon  d’observer  que  les  équations  précédentes  ont  été 
trouvées  indépendamment  de  toute  considération  relative  à la  tendance 
soit  au  mouvement  de  rotation  , soit  au  mouvement  de  translation  , et 
que  la  seule  chose  qu’on  ait  eue  en  vue , a été  d’exprimer  que  toutes  les 
forces  appliquées  au  système,  pouvaient,  par  la  décomposition,  se  réduire 
à quatre  forces  égales,  deux  à deux,  et  directement  opposées  , dont  deux 
agissent  dans  le  plan  des  x,y , et  les  deux  autres  perpendiculairement  à ce 
plan.  On  voit  en  effet , au  moyen  de  la  préparation,  art.  134,  que  c'est 
Jà  tout  ce  que  supposent  les  raisonnemens  et  les  calculs  précédais , et 
qu’on  a ainsi  obtenu  l'avantage  de  ne  point  mêler  aux  notions  qui  se 
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,e  PARTIE,  I.rc  SECTION.  STATIQUE. 


NOTATION. 


DÉFINITIONS.  THÉORÈMES. 


PROBLÈMES. 


Trouver  les  équations 
qui  expriment  les  condi- 
tions de  l’équilibre  d’un 
système  ou  corps  de  for- 
me invariable  , sollicité 
par  des  puissances  de 
quantité  et  directions 
quelconques. 


92. 

Introduire  dans  les 
équations  d’équilibre 
demandées  par  le  pro- 
blème précédent  , lesplus 
courtes  distances  des  di- 
rections des  puissances 
aux  axes  coordonnés. 
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rapportent  à l’équilibre , d’autres  notions  relatives  au  mouvement , qui 

ne  servent  qu’à  obscurcir  les  premières  et  à embarrasser  les  commcnçans. 

Alais  si  on  veut  connaître  particulièrement  les  ditTérens  points  de  vue 
sous  lesquels  il  faut  considérer  les  six  équations  des  art.  135  et  136  (les 
six  équations  des  mornens  n’équivalent  qu’à  trois  ) , il  faut  remarquer , 
1 que  les  équations  P,  cos.  ct(  -t—  &c.  = o , Pt  cos.  /S(  -t—  &c.  — o , 
P,  cos.  yt  — t-  &c.  = o , sont  les  mêmes  qu’011  obtiendrait , dans  le 
cas  de  l’équilibre , si  toutes  les  masses  qui  composent  le  système  étaient 
concentrées  en  un  seul  point , et  que  ces  équations  indiqueraient  alors 
que  ce  point  ne  peut  avoir  de  mouvement  de  translation  dans  aucun 
sens.  On  les  a,  pour  cette  raison,  nommées  équations  de  V équilibre  Je 
translation,  ou  qui  se  rapportent  à l’équilibre  de  translation. 


138.  Quant  à la  signification  des  trois  autres  équations,  elle  se 
déduira  aisément  des  détails  dans  lesquels  nous  allons  entrer.  Soient 
P,  cos.  y,  — Q'  ; Pa  cos.  y n — Q"  & c. 

P,  sin.  y,  = R'  ; Ph  sin.  yH  — R"  & c. 


»,  cos.  y,  — cos.  cl, 
cos.  y, 

y,  C05.  y,  — 1,  cos.  B, 
co s.  y, 
cos.  ft 


- x'  * **  co%' K c°5 

= y'  ; 


cos. 

y„  cos,  — 1,  cas.  B , 

COS.  >" 

co«,  fi„ 


un.  y t 


• r co».  bJ.t  a M n 

= sin.  et  ; — — sin.  et  , &c. 


jin.  ytt 


x“,  &c. 

y",  &C. 


cos'  *.  » CO».  et.,  „ „ 

— — — cos.  * ; — = cos.  et  , &c. 

s,n • >,  «n.  »„ 

On  aura  pour  les  équations  d’équilibre  des  deux  groupes 
mentionnés  art.  134,  qui  représentent  la  totalité  des  forces 
au  systèrrte  ; 

Comptantes  perpen- 
diculaires au  plan  xjr. 


((?’•+•  Q ' ■+■  Q " -+-  &c.  ™ o 
J <2’  *'  -t-  Q"a"  -+-  Q"‘  x'“  -4-  &c.  = o 
( Q.'/  -+-  <??  -4-  <2"S"  -4-  &c.  = o 


de  forces 
appliquées 

W. 


Composantes  qui  agissent 
dans  le  plan  xy. 


!R‘  cos.  et'  -4-  R"  cos.  et"  -4-  &c.  — o J 

If  sin.  a'  -4-  R"  sin.  <s"  -t-  &c.  — o 

R' (y'  cos.  et'  — x'  sin.  et' J R" (y"  cos.  et"  — x"  sin.  «7  -4-  &c.  — o J 


I 39.  Dans  le  cas  où  il  n’y  a pas  équilibre,  les  sommes  précédentes 
11e  sont  pas  égales  à zéro;  et  on  trouvera  aisément  deux  forces,  dont  l’une. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

y't  *’>  y"  > &c-  co- 
ordonnées des  points  de  ren- 
contre des  directions  de 
chaque  puissance  et  du  plan 
xy. 

a , a”,  &c.  angles  formés 
par  Taxe  de»  x et  par  les 
projections,  sur  le  plan  xy, 
des  directions  des  puissances. 

Nota.  Pour  vérifier  les 
équations  ci  à côté , il  n'y 
a qu’à  substituer  les  valeurs 
des  quantités  qui  y entrent 
et  on  trouvera , toutes  réduc- 
tions faites  , les  six  équa- 
tions de  l’art.  13;. 

33- 

De  l'équilibre 
de  translation. 

• 

93- 

Trouver  deux  forces 
qui  fassent  équilibre  à 

N 2 
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perpendiculaire  au  pian  x y,  établira  lequilibre  dans  le  groupe  (A),  et  dont 
l’autre,  agissant  dans  le  plan  xy , établira  l’équilibre  dans  le  groupe  (B). 
On  a pour  la  première  force , art.  7 8 , 

Q!">  = Q!  -+-  <2"  H-  Q"  -4-  &c. 


f 


(•> 


Q'  x'  -+■  Q"  x"  -+•  Qm  t“  -4-  Sic. 

q:  -+-  cr  -+-  c”  &c. 
c*y  g" ^ -4- 

G'  g"  -v-  &.c. 


et  pour  la  seconde  force , art.  73  et  74 , 


Æ = V[(R'  cos.  a'  -4-  Æ"  cos. 

Æ'  sin.  4'  4-  R"  fin. 


-4-  &c .)*  -4-  (R"  sin.  et"  -4-  R"  sîn.jr"  -4-  èLC.)*\ 
a”  -4-  &c. 


cos.  ce  sr 


Æ'  cos.  «'  4-  R”  cos.  *"  -4-  &c. 

- 


ting.  a = 
y — x tang.  a 4- 


^ sin.  4-  Æ"  sin,  4-  &c. 

R ' cos.  4'  4-  /?"  cos.  et"  4-  &c. 

R'  (y*  cos.  4'  — jr'sin.  «V  -+-  Æ" (jT  co»- fit"  — sin.  a")  4-  Ac. 
Æ'cos.  4'  4-  Æ"  cos.  a"  4-  &c. 


14.O.  La  dernière  équation  dérive  de 

R (y  cos.  fit  — x sin.  a)  = R'  (y‘  cos.  4'  — x*  sin.  m')  &c. , 

ou  parce  que  y cos,  <t  — x sin.  ce  zn  r 

R r = R*  (y*  col.  fit'  — x*  sin.  a ) 4-  R"  (/'  cos.  4"  — xn  sin.  *"  ) 4-  &c. 

Si  le  second  membre  de  cette  équation  est  zéro  par  lui- même , on  aura 
ou  R = o , ou  r = o ; ainsi , lorsque  les  forces  qui  composent  le 
groupe  (B)  , quoique  n’étant  pas  en  équilibre,  seront  cependant  telles 
que  la  troisième  somme  de  ce  groupe  soit  nulle , la  résultante  de  toutes 
les  puissances  qui  agissent  dans  le  plan  xy,  et  qui  représentent  toutes 
les  composantes  parallèles  au  plan  , cette  résultante,  dis -je,  passera  par 
l’origine  des  xy,  ou  par  l’axe  des  j. 

D’après  cela  , si  l’axe  des  £ était  fixe  dans  le  système,  la  seule  équation 
R'  (y’  cos.  <t'  — x7  sin.  a,1  ) -4-  &c.  = o 
renfermerait  toutes  les  conditions  de  l’équilibre  ; car , d’une  part , le 
système  ne  pourrait  prendre  aucun  mouvement  par  l’action  des  forces  Q , 
Q",  &c.,  parallèles  à l’axe  des  5;  et  de  l’autre,  l’équation  dont  il  s’agit 
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NOTATION. 


Qt •)  = U résultante  des  | 
forces  perpendiculaires  an , 
plan  xy. 

x(’>  et  yC>  sont  les  deux 
coordonnées  de  son  point 
de  rencontre  avec  le  plan  xy.  i 

Nota.  U signe  désigne  un 

accent  et  non  pu  une  puissance. 

R — la  résultante  des 
forces  qui  agissent  dans  le 
plan  xy. 

a est  l'angle  que  fait  sa  { 
direction  avec  l’axe  des  x. 

x et y sont  les  coordonnées 
d’un  point  quelconque  de 
sa  direction. 

r est  la  perpendiculaire 
menée  de  l’origine  des  xy 
sur  sa  direction. 


DÉFINITIONS. 


THEOR  E MES. 


PROBLEMES. 

un  nombre  quelconque' 
de  forces  agissantes  sur, 
un  système  ou  corps  de  | 
forme  invariable. 
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indiquant  que  la  résultante  des  forces  R',  R" , & c.  passe  par  l’axe  fixe  des  j, 
énonce  rigoureusement  que  le  système  doit  rester  en  repos. 

141.  Mais  l’équation  R' (y'  cos.  aJ  — xr  sin.  a.')  -f-  &c.  = o 
est , en  changeant  tous  les  signes,  identique  avec  celle  de  l’art.  135. 

P,  ( xt  cos.  s>,  — y,  cos.  et  J -+-  P„(x„  cos.  fi„  — ym  coi.  aJ  .+-  &c.  =r  o. 

Cette  équation  indique  donc  , à elle  seule,  que  si  l’axe  des  1 était  fixe, 
il  n'y  aurait  pas  de  mouvement  ; et  comme  lorsqu’un  axe  est  fixe , le 
seul  mouvement  qui  puisse  avoir  lieu  est  celui  de  rotation  autour  de  cet 
axe , l’équation  dont  il  s’agit  donne  les  conditions  de  l’équilibre  de  rota- 
tion autour  de  l’axe  des  j supposé  fixe. 

O11  prouvera  de  la  même  manière , que  des  équations 

P,  ( JT,  cos.  yt  — j,  cos.  te,  J -(-  P„  ( x„  cos.  >„  — J,,  cos.  tt„)  -f-  &c.  — o 
P,  (y,  cos.  >,  — 1.  co‘-  &J  -t-  (y„  '<»■  >„  — Z,  cos.  &J  -t-  &c.  = o. 

La  première  indique  que  si  l’axe  des  y était  fixe , cet  axe  supporterait 
l’effort  des  résultantes  de  toutes  les  puissances,  et  que  le  système  serait 
immobile , ou  ne  prendrait  pas  le  seul  mouvement  qui  lui  fût  permis , 
celui  de  rotation  autour  de  l’axe  des  xy, 

La  seconde  indique  la  même  chose  pour  l’axe  des  x. 

142.  Enfin,  lorsque  les  trois  dernières  équations  de  l’art.  133  ont 
lieu  ensemble , cette  réunion  indique  que  si  le  point  commun  d’inter- 
section des  trois  axes  était  fixe , le  corps  demeurerait  en  repos  ; car , 
art.  138,  on  aurait , d’une  part , 

Q x'  Q" x“  — l—  &c.  = o;  Q'/  -t-  (£' y"  &c.  = o; 

ce  qui  énonce  que  la  résultante  des  forces  perpendiculaires  au  plan  xy 
passe  part  le  point  fixe. 

Et  de  l’autre , 

R'  (y'  cos.  a!  — x'  sin.  aJ)  -4-  &c.  — o ; 
ce  qui  énonce  que  la  résultante  des  forces  R' , R" , &c.  passe  par  le 
même  point. 

C’est  d'après  ces  propriétés  qu’on  a désigné  les  trois  équations  dont 
il  s’agit , par  le  nom  d’équations  de  l 'équilibre  de  rotation. 
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NOTATION. 

| DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

1 

94- 

Un  corps  étant  assujetti 
à tourner  autour  d’un 
axe  fixe , trouver  les  con- 
ditions de  l’équilibre. 

• 

9Î  • 

Déterminer  les  condi- 
tions particulières  qu’ex- 
prime chacune  des  trois 
dernières  équations  de 
l’équilibre  d’un  corps  de 
forme  invariable  données 
»rt.  135. 

- 

96. 

Un  système  ou  corps 
de  forme  invariable  étant 
assujetti  à tourner  autour 
d’un  point  fixe,  trouver 
les  conditions  de  son 
équilibre. 

34- 

De  l'équilibre 
de  rotation. 
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14.3.  Lorsqu’il  y a un  axe  fixe  dans  le  système  (on  suppose  que 
c’est  l’axe  des  x ) , on  peut  faire  équilibre  à toutes  les  forces  appliquées 
à ce  système,  avec  une  force  P,  en  remplissant  les  conditions  énoncées 
dans  l’équation 

P p sin . a = P,  fjr,  cos.  y,  — j,  cos.  &)  -s-  P„  (y„  cos.  >„  — cos.  &„)  -4-  &c.  -, 

et  ces  conditions  peuvent  être  remplies  en  se  donnant  arbitrairement 
deux  des  trois  quantités  P,  p et  a,.  Cependant  la  détermination  de  et  est 
sujette  à une  limitation , en  ce  que  le  produit  Pp  doit  être  pris  tel  qu'on 
ait  sin.  ot.  < 1 : en  général , on  peut  supposer  a,  égal  à un  angle  droit  ; ce 
qui  épargne  la  force  perdue  P cos.  <t , dont  le  seul  effet  est  d'agir  sur 
l’axe,  à moins  que  quelque  circonstance  n’oblige  de  faire  autrement. 

14.4..  Mais  chacune  des  valeurs  de  P,  dont  le  nombre  est  infini, 
qui  est  propre  à établir  l’équilibre , répond  à une  pression  différente  de 
l’axe;  et  lorsque  cet  équilibre  existe,  l’axe,  supposé  inflexible  et  arrêté 
à deux  points  fixes,  éprouve,  à ces  points,  de  la  part  des  composantes 
dirigées  dans  des  plans  perpendiculaires  à sa  longueur  , la  même  pression 
que  si  ces  composantes  étaient  chacune,  immédiatement  et  parallèlement 
à sa  direction , appliquées  à l’axe  au  point  où  cet  axe  rencontre  le  plan 
normal  qui  renferme  la  direction  de  la  composante. 

Ce  théorème  se  déduit  aisément  de  l’équation  de  l’art.  140 
R r = R'  (y'  cos.  et/  — x'  cos.  (i’ ) -4-  &c. , 
en  appliquant  à l’axe  des  x,  ce  que  cette  équation  énonce  de  l’axe 
des  z. 

14.5.  D’apres  cela,  un  corps  assujetti  à tourner  autour  d'un  axe 
inflexible  (on  suppose  que  c’est  celui  des  a-)  , retenu  à deux  points  fixes, 
étant  sollicité  par  des  puissances  de  quantités  et  directions  quelconques, 
en  équilibre,  il  est  aisé  de  déterminer  les  pressions  que  supportent  les 
deux  points  fixes.  Si  on  suppose,  que  l’un  de  ces  points  soit  à l’origine  des 
coordonnées , et  l’autre  à une  distance  a de  l’origine , la  décomposition 
des  puissances  fournit , 

1 .°  Les  composantes  P,  cos  et,  ; Pm  cos.  , &c. , qui  produisent,  dans 
le  sens  de  la  directipn  de  l’axe , un  effort  égal  à leur  somme. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES.  < 

P = la  puissance  qui  doit 
établir  l’équilibre. 

p = sa  plus  courte  dis- 
tance à l’axe  des  x. 

a = l’angle  que  fait  sa 
direction  avec  l’axe  des  x. 

6l. 

Un  corps  assujetti  à 
tourner  autour  d'un  axe 
fixe,  étant  sollicité  par 
des  puissances  quelcon- 
ques qui  ne  sont  pas  en 
équilibre,  il  y a une  in- 
finité de  manières  d’éta- 
blir l’équilibre  au  moyen 
d’une  seule  puissance. 

61. 

97- 

Un  corps  assujetti  à 
tourner  autour  d’un  axe 
fixe  , étant  sollicité  par 
des  forces  qui  ne  se  font 
pas  équilibre , trouver 
une  force  qui,  appliquée 
à ce  corps,  établisse  l’é- 
quilibre. 

P,  , P„,  &c.  «ont  de» 
puissances  appliquée»  au 
système. 

&c.  ; b, , (8. , &c.  ; 
y, , y„  , &c. , sont  le»  angles 
formés  par  leurs  directions 
et  par  des  parallèles  aux  axes 
des  x,  y et  j,  passant  par 
leurs  points  d’application. 

• 

Un  corps  étant  assujetti 
à tourner  autour  d’un 
axe  inflexible  retenu  à 
deux  points  fixes  ; des 
puissances  dirigées  dans 
des  plans  perpendiculai- 
res à cet  axe,  font,  dans 
le  cas  de  l’équilibre,  sup- 
porter à ces  deux  points 
fixes  les  mêmes  pressions 
que  si  chacune  d'elles 
était  immédiatement  et 
parallèlement  à sa  di- 
rection, appliquée  à l’axe 
au  point  où  cet  axe  coupe 
le  plan  normal  dans  le- 
quel se  trouve  la  direc- 
tion de  la  puissance. 

98. 

Un  coips  assujetti  à 
tourner  autour  d’un  axe 
inflexible  , lequel  axe  est 
retenu  à deux  points 
fixes , étant  sollicité  par 
des  puissances  de  quan- 
tités et  directions  quel- 
conques qui  se  font  équi- 
libre , trouver  les  efforts 
qui  s’exercent  dans  le 
sens  de  l’axe,  et  ceux  que 

.0 
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a.°  Les  mêmes  composantes  produisent,  perpendiculairement  à l’axe, 
des  efforts  ; savoir  , 


À l'origine — — Ptcos.  <t,  ; — ^ — Pc  os.  <tui  &c. 

à une  distance  a de  l’origine. . . — .P  cos.  et.; — P cos.  et  : 8cc. 

dans  des  directions  qui  font  avec 
le  plan  x y , des  angles  qui  ont 


pour  tangentes 

3.0  Les  composantes  P sin. 
à l’axe  ; savoir  , 


&c. 


a.  produisent  des  efforts  perpendiculaires 


a i origine — - — Pt  sin.  <tt  ; — - — Pm  sin.  <t0  ; occ. 

à une  distance  a de  l’origine . . . — ~ — Pt  sin.  <tl  ; — — — Pm  sin.  &n  ; &c. 

dans  des  directions  qui  font  avec 
le  plan  xy , des  angles  qui  ont 

pour  tangentes ; &c. 


146.  Le  système  n’ayant  qu’un  seul  point  fixe,  qui  est  supposé 
à l’origine  des  xyz>  et  étant  sollicité  par  des  puissances  qui  ne  se  font 
pas  équilibre,  on  pourra  d’abord  établir  l’équilibre  au  moyen  de  trois 
puissances  ; savoir  : 

1 ,°  Une  puissance  R agissant  dans  le  plan  xy , à une  distance  r de 

l'axe  des  z > et  parallèlement  à l’axe  des  x,  de  manière  qu’on  ait 

Rr  = P,  (y,  cos.  «,  — x,  cos.  jS, ) -+-  &c.; 

a.0  Une  puissance  Q agissant  dans  le  pian  xj,  à une  distance  q de 
l’axe  des  y , parallèlement  à l’axe  des  x , et  satisfaisant  à l’équation 
Qq  = P,  (x,  COI.  y,  — co*.  a,  ) &c.  ; 

3.0  Une  puissance  P agissant  dans  le  pian  y 5,  à une  distance  p de 

l’axe  des  x,  parallèlement  à l’axe  des  y,  et  l’équation  suivante  ayant  lieu: 

P P — P,  (y,  co*.  y,  — co*.  ■+•  <Stc.  * , 

chacune  des  puissances  R,  Q,  P est  susceptible  d’une  infinité  de 
valeurs , en  donnant , respectivement , aux  distances  p , q , r les  valeurs 


* Il  fiai  obicrver  que  chacune  de*  puissance*  P , Q et  R étant  dirigée  dans  le  plan  de 
deux  axe* , n’a  un  moment  que  par  rapport  au  troisième  axe. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS* 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

j>.  , J>.,  , *on«  le* 

supportent  perpendicu- 

perpendiculaires  menées  des 

laircment  à l’axe  deux 

points  d’applications  des  puis- 

points  fixes  quelconques , 

sances , sur  l’axe  des  x. 

auxquels  cet  axe  serait 

retenu. 

*.  » y.  > z.  : z..  > 

Sic.  sont  les  coordonnées  des 

points  d'applications. 

a est  la  distance  entre  les 

deux  points  (dont  l'un  est 

à l'origine  ) auxquels  Taxe 

des  x est  retenu  fixement. 

63. 

99. 

Un  corps  assujetti  à 

Un  corps  assujetti 

tourner  autour  d'un  point 

à tourner  autour  d’un 

fixe  , étant  sollicité  par 

point  fixe  , étant  sollicité 

des  puissances  de  quan- 

par  des  puissances  de 

tités  et  directions  quel- 

quantités  et  directions 

conques  qui  ne  se  font 

quelconques  qui  ne  se 

pas  équilibre,  II  y a une 

font  pas  équilibre,  trou- 

infinité  de  manières  de 

ver  une  puissance  unique 

contre  - balancer  l'action 

qui  puisse  contrc-balan- 

de  ces  puissances  par  une 

cer  toutes  celles  appli- 

force  unique. 

quées  au  système. 

.O  2 
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convenables.  Mais  la  condition  à laquelle  il  est  le  plus  important  de  satis- 
faire , est  que  P , Q et  R puissent  se  composer  en  une  seule  puissance , 
qui  seule  empêchera  le  système  de  tourner  autour  du  point  fixe.  Pour 
cela , il  faut  que  la  résultante  des  deux  puissances  parallèles  Q et  R se 
trouve  à la  hauteur  p au-dessus  du  plan  xy,  pour  pouvoir  rencontrer 
la  puissance  P ; ce  qui  donne  l’équation  de  condition 

(Q  -+-  *)p  = Qi 

ou  (Q  -+-  R)p  — P,(x,cos.  y,  — h cos.  <tj  -f-  &c. 

Le  second  membre  de  cette  dernière  équation  est  tout  connu , et  on  peut 
y satisfaire  d'une  infinité  de  manières , en  se  donnant  arbitrairement 
deux  des  trois  quantités  Q , R et  p , et  lorsque  ces  trois  quantités  seront 
déterminées,  on  calculera  q , r et  P par  les  équations  ci-dessus. 

Composant  la  résultante  de  Q et  R avec  la  puissance  P , on  aura , 
pour  la  valeur  de  la  puissance  unique  qui  contre -balance  toutes  celles 
appliquées  au  système,  [ ( Q H—  RJ ‘ -+-  P1  ]• 

Sa  direction  parallèle  au  plan  xy  , à une  hauteur  p au-dessus  de  ce  plan, 

R r 

rencontrera  celui  des  y j à une  distance  de  l’axe  des  j , et 

fera  avec  l'axe  des  x ( ou  une  parallèle  à cet  axe  ) un  angle  ayant  pour 
tangente 

La  position  du  plan  xy  étant  arbitraire , le  parallélisme  à ce  plan  ne 
limite  en  aucune  manière  la  question. 

147.  Les  valeurs  ou  les  directions  différentes  qu’on  peut  donner  à la 

puissance  unique  dans  le  cas  de  l’article  précédent,  comportent  chacune 

une  pression  différente  du  point  fixe  , et , lorsque  l’équilibre  est  établi , 

cette  pression  est  en  général  \(X N)l-+-(Y-+-P)1  -\-Z'  J, 

IX  -+-  N 
x . . . cos.  a.  — — 

y p 

y .. . cos.  /3  “ 

' K 

Z 

Z-  - -cos.y  — . 

148.  On  voit  par  tout  ce  qui  précède,  combien  les  momens  des 
forces , ou  leurs  produits  par  le»  perpendiculaires  menées  d’un  point  ou 
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NOTATION. 

UÉf  INITIONS. 

THÉO 

R É M E S. 

PROBLÈMES. 

V 

N = Q ■+■  R. 

K — la  pression  du  point 
d’appui. 

X , Y et  Z , sont  les  com- 
posantes parallèles  aux  axes 
des  x ,y  et  des  puissances 

qui  agissaient  sur  le  système 
avant  qu’on  établit  l’équi- 
libre, au  moyen  des  nou- 
velles forces  P , <2  et  R. 

• 

IOO. 

Un  corps  assujetti  à 
tourner  autour  d’un  point 
fixe  , étant  sollicité  par 
des  puissances  de  quan- 
tités et  directions  quel- 
conques qui  se  font  équi- 
libre, trouver , en  quan- 
tité et  en  direction  , ia 
pression  qui  s’exerce  au 
point  âxe. 
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d’une  ligne  sous  leurs  directions , jouent  un  grand  rôle  dans  les  questions 
d’équilibre  ; et  leur  usage  dans  les  questions  de  mouvement , n’est  pas 
moins  important.  J’ai  donné  les  formules  nécessaires  pour  avoir  les  trois 
sommes  des  momens  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés , lorsqu’on 
connaît  les  angles  que  ces  axes  forment  avec  les  directions  des  forces. 
Or , on  déduit , de  ces  trois  sommes , celle  des  momens  par  rapport  à 
un  axe  de  direction  quelconque  rencontrant  les  trois  autres  à leur  point 
commun  d'intersection  , par  une  formule  d’une  simplicité  et  d’une  élé- 
gance telle  qu’on  peut  la  regarder  comme  une  des  plus  belles  de  la 
mécanique  ; voici  cette  formule  : 

M ■=.  P cos.  <t  -+-  Q cos.  /3  H—  R cos,  y *. 

Parmi  tous  les  axes  qui  passent  par  l’intersection  commune  des  trois  axes 
fixes , il  y en  a un  pour  lequel  cette  somme  des  momens  est  un  maximum, 
et  dont  la  position  se  détermine  par  les  équations 

‘a"g-  9 = Y(P^Q')  ! ,anS- 
et  qui  a pour  valeur  M = y (P*  — t-  Q'  — t-  R'). 

Ce  résultat  ne  dépendant  nullement  des  positions  absolues  des  axes 
qui  se  coupent  à l’origine  fixe , fournit  les  deux  conséquences  remar- 
quables énoncées  à la  fin  du  théorème  6 j , dont  la  seconde  conduit  au 
procédé  suivant,  pour  déterminer,  par  construction , la  position  de  l’axe 
du  plus  grand  moment.  Après  avoir , par  la  méthode  de  l’art.  13p.  réduit 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  système  , à deux,  que  je  nommerai  y7 
et  f",  composez  l’une  quelconque  de  ces  forces  résultantes, y7,  par  exemple, 
en  deux  autres,  / et/,,  telles  que f soit  appliquée  à l’origine  fixe  et  / à 
un  point  de  la  direction  de  f“ , avec  laquelle  on  la  composera  en  une 
force  unique  F ; faites  passer  un  plan  par  l’origine  fixe  et  par  la  direction 
àuF,  la  perpendiculaire  à ce  plan  , menée  au  point  pris  pour  origine  fixe, 
sera  l’axe  du  plus  grand  moment. 

14.9.  Lorsque  les  puissances  qui  agissent  sur  le  système,  peuvent  se 

* Ce  théorème  * été  donné  par  Eultr  dans  le  tome  VU  de»  nouveaux  Actes  de  Saint- 
Pétersbourg  : Laptacc , de  son  côté,  l’a  déduit  de  ses  belles  recherches  sur  la  position 
d’un  plan  qui  reste  toujours  parallèle  i lui-mcme,  dans  le  mouvement  d’un  système  de 
corps  agissant  les  uns  sur  les  autres.  Journal  de  l'École  polytechnique , n.'  y,  J'eu  ai  donne 
line  démonstration  élémentaire  dans  le  n.°  9 du  même  journal. 


Digitized  by  Google 


2.*  PARTIE,  I.re  SECTION.  STATIQUE. 


1 I I 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉOB  È M ES. 

PROBLÈMES. 

Al  ~ I»  somme  des  mo- 
mcns  par  rapport  à un  axe 
passant  par  l'origine  fixe  des 
coordonnées  : cet  axe  fait 
avec  les  axes  des  »,  y et  ç , 
des  angles  respectifs  a,  fi 
et  y , avec  le  plan  des  xy  un 
angle  6 , et  sa  projection  sur 
le  plan  xy  fait  un  angle  » 
avec  l’axe  des  x. 

P , Q et  R sont  respecti- 
vement les  sommes  des  mo- 
mens  par  rapport  aux  axes 
des  x , y et  ç, 

✓ (P‘  -+-()■-+-  R1)  — K 
/ (P'  -t-  <>*;=*• 

• 

64. 

Si  une  ligne  , passant 
par  l’origine  des  coor- 
données , fait  avec  les 
axes  des  x , y et  i,  des 
angles  respectifs  a , fi 
et  y , la  somme  des  mo- 
mens  des  forces  par  rap- 
port à cet  axe  a pour 
valeur  , 

P cm.  « + Q co»  jQ  - f-  fl  co».  y. 
6*. 

Cette  somme  est  un 
maximum  j lorsqu’on  a 

<o,  tt  = -L  . A j c«.  arçlr* 

I donnent  ceu* 
— ,(}J  de  l'ul.  148, 
1 cl  récf|<ro<jue- 

co».  y =-l . R \ 

K ) 

• 

- 

et  sa  valeur  est  K ; 

d’où  il  suit,  i."  que, 
quelque  position  qu'on 
donne  aux  axes  des  x, 
y et  tant  que  leur  in- 

tersection commune  sera 
au  même  point,  la  somme 
K 1 des  carrés  des  sommes 
particulières  des  momens 
par  rapport  i chacun  de 
ces  axes  sera  invariable; 
2.°  que  la  somme  des 
momens  est  nulle  par 
rapport  à toute  ligne 
passant  par  l’origine  fixe , 
et  perpendiculaire  à l’axe 
de  plus  grand  moment. 

toi. 

Trouver  les  équations 
de  condition  qui  doivent 
avoir  lieu  pour  que  des 
puissances  de  quantités 
et  directions  quelcon- 
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•réduire  à une  résultante  unique,  l’axe  du  plus  grand  moment  est  perpen-; 
diculaire  au  plan  passant  par  l’origine  fixe  et  par  la  direction  de  la  résul- 
tante unique.  Cette  propriété  inspire  naturellement  le  désir  de  connaître 
les  conditions  qui  doivent  avoir  lieu,  pour  que  la  résultante  de  plusieurs 
lorces  soit  unique.  Voici  les  trois  équations  qui  renferment  ces  conditions  ; 
et  je  les  aurais  données,  indépendamment  de  la  considération  dont  je  viens 
de  parler,  à cause  du  grand  parti  que  j’en  tire  pour  la  théorie  du  centre  des 
forces  et  du  centre  d inertie. 


Y(Zx) 

X(Zy) 

X(YV 


Iqui  cnonce  que  la  militante  Z de  Pt  cos.  y,,  Pu  cos.  yM  , &c.,  et 
celte  > de  Pt  cos.  fi,  , Pm  cos.  fim  , &c. , se  coupent  ou  sont  i la 
même  distance  du  plan jt^;  ' 


Z(Xy)... 

Y(XZ)... 


qui  énonce  que  la  résultante  Z de  Pf  cos.  yf , Pm  cos.  ym , &c. , et 
celle  X de  Pf  cos.  <e, , Pm  cos.  au,  &c.  sc  coupent  ou  sont  à la 
même  distance  du  plan  *£; 

qui  énonce  que  la  résultante  X de  P,  cos.  , Ptt  coi.  ct;, , &c.  # et 
celle  Y de  Pf  cos.  fi, , Pm  cos.  fi0  , &c.,  se  coupent  ou  sont  à la 
même  distance  du  plan  xy* 


Lorsqu  ..ne  ou  deux  seulement  de  Ces  équations  ont  lieu  , il  y a des 
intersections  séparées  des  lignes  de  direction  de  X , Y et  Z prises  deux 
à.  deux  ; et  lorsque  les  trois  équations  ont  lieu  , les  trois  directions  coïn- 
cident en  un  seul  point. 


I^O.  Dans  ce  dernier  cas , on  a,  pour  déterminer  la  résultante  P, 


P — 

COI.  « = 

cos.  fi  = 


/ ( X“  -t-  K*  -s-  Z1) 
Z 


Y(X‘  -i-  )*  Z') 

Z 

Y (JP  Z‘J 

Z 


Ces  équations  sont  les 
mêmes  qu'on  obtiendrait 
pour  l'équilibre  d'un  point. 


7 ~ v(x*  -h  r -4-  zv  J 

P,  x,  coi.  p>,  -+-  P,  •,  COI.  fi,  -+■  4c.  _ P,  t,  COI,  y,  -S-  P,  ir,  cos.  -+■  4c. 

P,  coi.  fi,  -t-  P„  coi.  fi,  4c.  pt  cos.  >,  h-  P,  coi.  y,  4c. 

P,  y,  co>.  a,  -H  P„y.cot.a,  -r-  4c.  P, y,  cos.  »,  P, y,  coi,  ,,  &c. 

P,  cos.  a,  -+-  P„  cos.  a„  -s-  4c.  P,  cos.  y,  -H  P,  coi.  y,  4c.  ’ 

P,  V coi-  x,  -t-  P,  z,,  cos.  a,  -t-  4c.  _ p,  ^ coi,  fi,  +.  P_  ^ coi.  fin 

P,  cos.  a,  -S-  P,  coi.  «„  4c.  P,  coi.  fi,  -t-  P,  cos.  fi,  4c. 


L’identité  des  doubles  valeurs  de  chaque  coordonnée , est  précisément  ce 
qu’énoncent  les  équations  de  condition  de  l’article  précédent. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLEMES. 

X , Y et  Z sont  les  com-  j 

ques  qui  agissent  sur 

posantes  parallèles  aux  axes 

un  corps  de  forme  inva- 

des  x , y et 

riable , aient  une  résul- 

( Xy  ) est  une  notation 
abrégée  de  fa  quantité 

tante  unique. 

Pty,  co*.  <*,  4*  co».  CL.  4-  Jn- 

On  a de  1a  même  manière  , 

(XvJ  —P.l,  cos.  a,  -+-  &c. 
(Yx ) — P,  x,  cos.  &,  -+-  &c. 
(Yi)  = P,z,  cos.  0,  &c. 

(Zx)  — P,x,  cos.  y,  •+•  &c. 
(Zy)  = P,/,  cos.  y,  -H  &c. 

102. 

Déterminer  la  quantité 

x , y et  £ font  les  coor- 

et  la  direction  de  la  résul- 
tante de  plusieurs  puis- 
sances qui  agissent  sur 
un  corps , lorsque  cette 
résultante  est  unique  , 
ainsi  que  les  coordonnées 
du  point  commun  de  ren- 
contre des  puissances 
X,  Y Cl  Z , qui  repré- 
sente , respectivement  , 
les  résultantes  des  trois 

données  du  point  commun 

groupes  de  composantes 

d’intersection  de  X,  t et  Z, 

66. 

parallèles  aux  x,  aux  y 
et  aux  ç. 

Les  équations  de  condi- 
tion qui  énoncent  que  la 
résultante  d’un  nombre 

• 

quelconque  de  forces 
appliquées  à un  corps  de 

P 
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1 14 


151.  Lorsque  les  puissances  qui  agissent  sur  le  corps  ont  toutes 
leurs  directions  parallèles , les  équations  précédentes  deviennent 


Pt  x,  -4-  P„  X „ -4-  &c. 

/'  -4-  /’„  -4-  &c. 

P, y,  -4-  P„y„  -4-  &c. 
P,  -4-  P„  -4-  &c. 

r,  1,  t.  ■+■  &c- 

P,  -+•  P„  -4-  &c. 


P = F -+-  P“  -f-  &c.  /3 

( et  y ont  les  valeurs  communes  aux 
I directions  de  toutes  les  puissances  du 
J système. 


I ji.  On  prouve  par  des  considérations  géométriques,  que  lorsque 
ces  équations  ont  lieu  par  rapport  à trois  axes  coordonnés  de  position 
déterminée  , des  équations  pareilles  ont  lieu  par  rapport  à trois  autres 
axes  coordonnés  quelconques  ; que  les  premières  redonnent  les  dernières , 
et  réciproquement.  Cette  propriété  peut  se  déduire  du  résultat  où  l’on 
est  arrivé  art.  148  : elle  peut  aussi  conduire  à ce  même  résultat;  mais 
le  raisonnement  de  l'article  cité , est  plus  direct  et  plus  simple  que  celui 
qu’il  faudrait  faire  sur  les  équations  de  l’article  1 5 1 . 


I 5 3.  Mais  une  propriété  remarquable  et  utile  des  équations  de  l'ar- 
ticle 1 5 1 , est  que  les  valeurs  de  x , y et  j ne  dépendent  nullement  de 
la  direction  commune  des  puissances,  ni  même  de  leurs  valeurs  absolues, 
et  que  le  point  auquel  ces  coordonnées  se  rapportent , aura  toujours  la 
même  position  dans  le  corps  tant  que  les  puissances  conserveront  entre 
elles  le  même  rapport  (l’une  quelconque  d’entre  elles  pouvant  avoir  une 
yaleur  arbitraire) , et  que  leurs  directions  seront  parallèles  à une  même 
ligne  droite  dont  la  position  est  tout-à-fait  arbitraire. 

I y 4.  Cette  propriété  importante  a fait  donner  au  point  fixe  dont  il 
s'agit , le  nom  de  centre  des  forces . 
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2 .e  PART 

ie,  i."  section.  STATIQUE,  11) 

’M 

NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉO  R È M ES. 

PROBLÈMES. 

■ 

Forme  invariable  , est 
unique , ont  toujours  lieu 
dans  le  cas  des  forces  à 
directions  parallèles. 

6 7- 

Lorsque  les  équations 
P—  P,  -4-  P,,  -+-&c. 

P.  *,  P»  *>,  &c. 

10J. 

Appliquer  la  solution 
du  problème  précédent 
au  cas  où  toutes  les! 
puissances  ont  des  direc-' 
lions  parallèles. 

P,,  P"  Sic.  x,  *„  Sic.  ont 
la  même  signification  qu’à  , 

P 

P, y.  ■+■  Sa. 

? P 

z P 

ont  lieu  par  rapport  à trois 
axes  coordonnés  déposi- 
tion déterminée  , des  é- 
quations  parallèles  ont 
lieu  par  rapport  à trois 
autres  axes  coordonnés 
quelconques  , les  pre- 
mières redonnent  les  der- 
nières , et  réciproque- 
ment. 

63. 

3Î- 

Du  centre  des 
1 forces. 

Lorsque  des  puissances 
à directions  parallèles 
agissent  sur  un  corps  de 
forme  invariable , si  on 
change  d’une  manière 
quelconque  la  direction 
commune  des  puissances 
( qui  sont  neanmoins  tou- 
jours appliquées  aux  mê- 
mes points  du  système  } 
et  meme  leurs  valeurs 
absolues , pourvu  qu’el- 
les conservent  les  memes 
rapports  entre  elles  , il  y 
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!551l  est  un  cas  de  la  théorie  exposée  dans  les  trois  articles  précédens , 
qui  conduit  à un  théorème  fondamental  dont  on  fait  un  usage  continuel 
dans  la  mécanique  ; c’est  celui  où  l’on  suppose  que  les  puissances  pa- 
rallèles sont  proportionnelles  aux  masses  des  .points  matériels  sur  lesquels 
elles  agissent  : dans  ce  cas  , observant  que  P t=.g’  m ; P z=zg“  m" , &c., 
on  a,  à cause  de  P : P : P"  : &c.  : : m'  : m"  : mM  : &c. , 
g'=  g = g"'  = &c. 

m ' x ' -4-  m " x"  -4-  &c. 

* = 7 T 

m m -+-  &c. 

m'y*  iw"  /'  &c. 

y m'  -+-  m“  &c. 

m'  -4-  «"  -f-  &c. 

^ m’  m"  &c. 

i }6.  On  voit  qu’il  y a un  point  sur  la  direction  de  la  résultante,  dont 
la  position  ne  dépend  en  aucune  manière  ni  de  la  direction  commune 
des  puissances  , ni  de  ces  puissances  elles-mêmes,  et  est  uniquement  donnée 
par  le  rapport  des  masses  et  les  positions  respectives  des  points  matériels 
qui  composent  le  système  ou  le  corps. 

I y 7.  Le  point  fixe  dont  on  vient  de  parler,  s’appelle  centre  d inertie  ; 
Euler  a substitué  ce  nom  à celui  de  centre  de  gravite' , parce  que  la 
position  de  ce  point  ne  dépendant  nullement  de  puissances  qu’on  peut 
supposer  agir  sur  le  corps,  son  nom  ne  doit  en  rappeler  aucune. 

Ij8.  Lorsque  le  corps  est  homogène,  le  centre  d’inertie  prend 
aussi  le  nom  de  centre  de  figure. 

Ijcj.  Lorsque  les  coordonnées  des  difTérens  points  d’un  système 
sont  rapportées  à des  axes  qui  passent  par  le  centre  d’inertie  de  ce 
même  système,  les  coordonnées  du  centre  d’inertie  sont  nulles , et  on  a 

ni'  x'  H—  m”  x ” —H  &c.  ss  o 

m' y’  -4-  m"  y"  — t-  &c.  = o 

m'  z'  ni"  £ -4-  &c.  = o. 

l6o.  Il  est  aisé  maintenant  de  trouver  des  formules  pour  déterminer 
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2.'  PARTIE,  I.r*  SECTION.  STATIQUE. 


NOTATION. 


g' , g" , &c.  sont  les  forces 
accélératrices  ; m‘ , m" , &c. 
sont  les  masses  des  points  j 
matériels  du  système  , solli-  i 
cités  par  les  puissances  P',  I 
P-,  &c. 


I I7 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


36. 

Du  centre  d’i- 


37- 

Du  centre  de 
I!  figure. 


aura  un  point  fixe  dans 
le  corps  par  lequel  la  ré- 
sultante passera  toujours  , 
quels  que  soient  les  chan- 
gemens  qu'on  fasse , en 
s’astreignant  aux  condi- 
tions exigées. 


69. 

Lorsqu’un  système  ou 
corps  de  forme  invariable 
est  sollicite  par  des  puis 
sances  à directions  paral- 
lèles et  proportionnelles 
aux  masses  des  points 
materiels  sur  lesquels 
clics  agissent  respective- 
ment , il  y a un  point 
sur  la  direction  de  la 
résultante  dont  la  position 
est  fixe  dans  le  corps 
et  ne  dépend  que  de  la 
figure  de  ce  corps  et  des 
rapports  des  masses  des 
points  matériels  qui  le 
composent. 

7°. 

Si  les  plans  coordon- 
nés auxquels  on  rap- 
porte les  positions  de 
tous  les  points  d'un 
système  , passent  par  le 
centre  d'inertie  de  ce 
système,  on  a 
m'a'+m"  xrt  *+-&c.  = o 
m’ y'  ■+■  in* ÿ'  *+-  &c.  — o 
m * ^ -H  m'  ç"  •+■  (Scc.  = o 


1 04. 

Trouver  le  point  fixe 
par  où  passe  la  résultante 
de  plusieurs  puissances 
parallèles  qui  agissent  sur 
un  corps  de  forme  inva- 
iable,  lorsque  ces  puis- 
sances sont  proportion- 
nelles aux  masses  des 
points  matériels  auxquels 
elles  sont  respectivement 
ppliquées. 
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la  position  du  centre  d’inertie  des  corps  continus.  On  a en  général, 

des  yi. . . 
des  at  . . 


Distances  du  centre  d'inertie  d’un 
corps  continu  aux  plans .... 


des  xy . 


f x J M 

17 

fj/Jflt 

M 

M 


l6l.  Les  théorèmes  yi  , yi  et  73  facilitent,  dans  beaucoup  de 
circonstances,  1 emploi  de  ces  formules. 

16 Z.  Les  formules  pour  trouver  la  position  du  centre  d’inertie  d' 
courbe  plane , sont 

f X d * -A 


une 


Distance  à l'axe . 


des 


tes  x. 


A et  B sont  les  cons- 
j,i , _4_  n | tantes  qui  complètent 
les  intégrales. 


L'application  de  ces  formules  à un  arc  de  cercle  donne  un  résultat 
extrêmement  simple  ; la  distance  du  centre  du  cercle  au  centre  d'inertie 
cherché , mesurée  sur  le  rayon  perpendiculaire  à la  corde  de  l’arc , est 
égalé  a \ — . 

0 longueur  de  1 arc 


163*  La  position  du  centre  d'inertie  d'une  surface  plane,  terminée 
par  une  courbe  quelconque , est  donnée  en  général  par  les  formules, 


Distance  à l'axe. 


des  y . . 
des  x . . 


f y x J x -+-  A 
fyd  x -*-B 
fy‘d  x -+■  A' 
tfyJx-t-B'  ’ 


Le  trapèze , le  triangle  et  le  secteur  de  cercle  offrent  les  applications 
les  plus  simples  de  ces  formules.  Si  l’on  trace  un  rayon  qui  partage  le 
secteur  en  deux  parties  égales , et  qu  à partir  du  centre  on  prenne  sur 

ce  rayon  une  longueur  = — Myon  , on  aura  le  centre  d'inertie 
du  secteur. 

La  distance  comptée  de  la  même  origine,  au  centre  d’inertie  du 

T7  ( corde)1 

segment , zzz  — — — . 

0 segment 
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119 


Ai  = I»  masse  totale  des 
corps. 


NOTATION. 


x r=  la  longueur  de  l’arc 
de  courbe. 


DÉFINITIONS. 


THÉORÈMES. 


71- 

Lorsqu'on  a plusieurs 
corps  de  grandeur  finie 
dont  on  veut  trouver  le 
centre  d’inertie  commun , 
et  qu’on  connaît  la  posi- 
tion de  celui  de  chaque 
corps  en  particulier  , on 
peut,  dans  cette  recher 
che,  considérer  tous  ces 
corps  comme  concentres 
chacun  en  un  seul  point 
placé  à son  centre  d’h 
nertie. 

7>- 

Si  les  centres  d’inertie 
de  plusieurs  corps  sont 
sur  une  meme  ligne  droi- 
te , le  centre  d’inertie  de 
tout  leur  système  sera 
sur  la  même  ligne. 

73- 

Lorsqu'un  corps  ho- 
mogène est  symétrique 
par  rapport  à un  plan  ou 
un  axe  , son  centre 
d'inertie  est  dans  ce  plan 
ou  sur  cet  axe. 


PROBLEMES. 


IOJ. 

Trouver  les  formules 
générales  qui  servent  à 
déterminer  la  position 
du  centre  d’inertie  d’un 
corps. 

106. 

Trouver  les  formules 
pour  la  détermination 
de  la  position  du  centre 
inertie  d'une  courbe 
plane. 

107. 

Appliquer  ces  formules 
à la  recherche  de  la  po- 
sition du  centre  d’inertie 
d'un  arc  de  cercle. 


108. 

Trouver  les  formules 
pour  la  détermination  de 
ia  position  du  centre  d’i- 
nertie d’une  surface  plane 
terminée  par  une  courbe 
quelconque. 

109. 

Appliquer  les  formules 
précédentes 
Au  trapèze, 

Au  triangle. 

Au  segment  de  cercle. 
Au  secteur  de  cercle. 
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I 64..  Le  centre  d’inertie  d’une  surface  de  révolution,  est  sur  l’axe  de 
révolution  à une  distance  de  l’origine  de  cet  axe,  qu'on  calcule  par  la 
formule 

/ xy  A s -f-  A 
fyds+U  * 

On  trouve  aisément  les  centres  d’inertie  des  surfaces  du  cône  tronqué, 
du  cône  et  du  cylindre , qui  sont  connus  lorsqu’on  a les  positions  des 
centres  d’inertie  des  aires  terminées  par  les  lignes  génératrices. 

Voyez  , pour  les  portions  de  surface  sphérique,  les  théorèmes  75 
et  y 6. 


I 65.  Les  solides  conoïdes  , pyramidaux,  symétriques , &c.  par  rap- 
port à un  axe , ont  leur  centre  d’inertie  placé  sur  cet  axe  à une  distance 
de  l’origine  des  x , égale  à 

f(KxJt)  c ( C et  D sont  les  constantes  qui 
f KJ  * D j doivent  compléter  l’intégrale. 

Cette  formule  convient  au  cas  où  les  apothèmes  sont  des  courbes  quel- 
conques ; mais  lorsque  les  apothèmes  sont  des  lignes  droites  , ce  qui 
donne  les  cônes , pyramides  , &c.  ordinaires , la  formule  devient 

j A **  -*-  c 
4 Ax>  + D ' 

Lorsque  l’origine  est  prise  au  sommet , on  a C = o et  D — o , et 
l’expression  devient  i x;  mais  lorsque  te  solide  est  tronqué,  si  l’on 
appelle  a la  distance  du  sommet  à l'origine  de  x,  la  formule  devie  n 


I 66.  Les  solides  de  révolution  qui  offrent  un  cas  particulier  des  pré- 
cédens , ont  leur  centre  d'inertie  placé  sur  l’axe  de  révolution , à une  dis- 
tance de  l’origine  de  cet  axe  égale  à 

f x y d x -4-  c 
ffd*  -f-  d ' 

On  trouve , en  appliquant  cette  formule  à une  calotte  sphérique  et  à 
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NOTATION. 


K — une  section  quelcon- 
que parallèle  à la  base. 


A = la  surface  de  la  base. 


a as  la  distance  du  sommet 
à l’origine  des  x. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


7+- 

Les  centres  d’inertie  des 
surfaces  du  cône  tronqué, 
du  cône  et  du  cylindre 
droits , sont  à la  même 
distance  de  l’origine  des  x 
l’axe  des  x est  celui  de 
révolution  ) que  les  cen- 
tres d'inertie  du  trapèze, 
du  triangle  et  du  parallé- 
logramme rectangle,  gé- 
nérateurs de  ces  surfaces. 
7Î* 

Le  centre  d’inertie 
d'une  portion  de  la  sur- 
face d’une  sphère,  ren- 
fermé entre  deux  plans 
parallèles,  est  sur  le  mi 
lieu  de  la  ligne  droite  qui 
joiht  les  centres  des  deux 
cercles  entre  lesquels 
cette  portion  de  surface 
est  comprise. 

76. 

Le  centre  d’inertic  de 
la  surface  d’une  calotte 
sphérique  est  au  milieu 
de  la  flèche  de  cette  ca 
lotte. 


1 10. 

Trouver  la  position  du! 
centre  d’inertic  d’une  1 
surface  de  révolution. 


PROBLEMES. 


111. 

Trouver  la  position  du 
centre  d’inertie  d’un  so- 
lide conoïdc , pyramidal , 
&c.  , dont  l’apothème 
est  une  courbe  quelcon- 
que. 

I 1 2. 

Appliquer  la  solution 
précédente  aux  solides 
coniques  et  pyramidaux 
à apothèmes  rectilignes. 


II*. 

Trouver  la  position 
du  centre  d’inertie  d’un 
solide  de  révolution. 
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segment  ellipsoïdal,  dont  la  base  est  perpendiculaire 

à l’axe 


Sa  — t jr 


ix  a — 4* 

pour  le  secteur  sphérique j{2a  H—  3 x)  | 

pour  la  demi -sphère 

pour  le  segment  parabolique |r 

pour  le  solide  engendré  par  la  révo- 
lution d’une  hyperbole . x 


t * 

■ 4 * 


Toutes  ces  distances 
sont  comptées  à partir 
du  sommet  de  la  calotte 
sphérique,  parabolique 
ou  hyperbolique. 


Cette  dernière  distance  est  toujours  moyenne  entre  les  deux  tiers  et 
les  trois  quarts  de  l’abscisse. 


167.  On  déduit  de  la  théorie  des  centres  d’inertie,  des  théorèmes 
extrêmement  curieux , et  qui  sont  d’un  grand  usage  pour  la  mesure  des 
surfaces  et  des  solidités.  Voyei  les  théorèmes  77,  78  et  7 p , en  observant 
que  par  la  somme  des  surfaces  et  des  solides  engendrés  , on  entend  la 
différence  entre  ceux  dont  les  lignes  ou  les  surfaces  génératrices  sont  de 
part  et  d’autre  de  l’axe  de  révolution. 

On  nomme  méthode  1 entrobarique , cette  manière  de  mesurer  les  sur- 
faces et  les  solidités. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

a = rayon  ou  dcmi-axc. 

! 

38. 

De  la  méthode 
centrobarique. 

1 

77* 

La  mesure  d’une  sur- 
face ou  d’un  solide  de 
révolution , s’obtient  en 
multipliant  la  courbe  ou 
la  surface  génératrice 
par  l’arc  de  cercle  que 
son  centre  d’inertie  a 
décrit  autour  de  l’axe  de 
révolution. 

78. 

La  somme  des  surfaces 
ou  des  solides  de  révolu- 
tion engendrés  par  plu- 
sieurs courbes  ou  surfa- 
ces génératrices  situées 
dans  un  même  plan , et 
tournant  autour  d’un  axe 
commun  , est  égale  à la 
somme  des  courbes  ou 
surfaces  génératrices  mul- 
tipliée par  l’arc  de  cercle 
qu’a  décrit  leur  centre 
d’inertie  commun. 

79* 

Une  surface  plane  qui 
sc  meut  perpendiculaire- 
ment à une  courbe  à sim- 
ple ou  double  courbure , 
de  manière  que  son  centre 

II4. 

Appliquer  la  formule 
précédente  aux  cas  où  le 
solide  est 

un  secteur  sphérique, 
un  segment  sphérique , 
un  segment  ellipsoïdal , 
un  segment  parabolique, 
un  segment  hyperbolique. 

Q 2 
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168.  Les  solutions  de  toutes  les  questions  que  nous  avons  traitées 
jusqu’à  présent , et  de  toutes  celles  qu’on  peut  proposer  sur  l équilibré  d’un 
système  de  forme  invariable , ne  sont  que  des  conséquences  de  la  for- 
mule générale  suivante,  donnée  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  : 

P,<ip,  —H  PJp„  H-  P,JP,H  -+-  &c-  = °- 

On  peut  démontrer  cette  formule  ou  en  parlant  des  six  équations  d'équi- 
libre données  art.  1 3 5 , ou  en  partant  du  théorème  de  la  composition  de 
trois  forces  appliquées  à un  même  point  matériel.  Dans  ce  dernier  cas  , 
on  sait  comment  les  six  équations  d’équilibre  se  déduisent  de  cette 
formule. 

16p.  Le  polygone  et  la  courbe  funiculaire  ont  fourni  les  premiers 
exemples  de  l’application  des  principes  de  la  statique  à des  systèmes  de 
forme  variable.  Les  côtés  du  polygone  sont  supposés  inextensibles , par- 
faitement flexibles  et  toujours  tendus.  Ces  conditions  fournissent  l'équa- 
tion suivante,  qui  convient  à l’espèce  de  système  dont  il  s’agit  : 
d[(x>  _ xJ1  -+-  (/  — y)'  -t—  (i  — Z)>]  = o, 
et  qui  exprime  que  les  deux  extrémités  d’un  même  côté  ( qui  peut  être 
d’une  longueur  finie  ou  infiniment  petite  ) sont  à une  distance  inva- 
riable l’une  de  l’autre. 

I y o.  Ces  préliminaires  posés,  on  démontre  aisément  le  théorème  8 1 ; 
et  en  combinant  les  tensions  des  cordons  avec  les  puissances  qui  agissent 
à leurs  extrémités,  on  obtient  le  théorème  82. 

T 7 I . Lorsqu’on  a démontré  le  principe  des  vitesses  virtuelles  dans 
le  polygone  funiculaire,  en  combinant  ce  principe  avec  les  équations 
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NOTATION. 

définitions. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

P.»  P„  sont  les  puis- 

sances appliquées  au  système. 

p,t  ptlt  <3cc.  sont  des  lon- 
gueurs prises  sur  les  direc- 
tions de  ces  puissances  et  se 
terminent  à leurs  points  d’ap- 
plication. 

d’inertie  soit  toujours  sur 
cette  courbe  , engendre 
un  solide  égal  à la  sur- 
face génératrice  multi- 
pliée par  la  longueur  de 
la  ligne  que  le  centre 
d’inertie  a parcourue. 

8o. 

Le  principe  des  vites- 
ses virtuelles  a lieu  dans 
l’équilibre  d’un  système 
de  points  matériels  dont 
les  distances  respectives 
sont  invariables. 

/ 1 yt  t' , z sonl 

1»  coordonnées  des  deux 
points  extrêmes  d’un  côté 
quelconque  du  polygone  fu- 
niculaire. 

39- 

Un  polygone  et 
de  la  courbe  fu- 
niculaire. 

8 1. 

Un  point  quelconque 
d’un  polygone  funiculaire 
en  équilibre  est  sollicité 
de  Ia  même  manière  que 
si  toutes  les  puissances 
appliquées  aux  angles  de 
ce  polygone  agissaient 

IIÇ. 

Trouver  l’équation  qui 
exprime  que  la  longueur 
d’un  côté  du  poligone  ou 
celle  d’un  élément  de  la 
courbe  funiculaire  est 
invariable. 

i 1 6. 

Déduire  de  l’équation 
donnée  par  le  principe 
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de  condition  qui  expriment  l’inextensibilité  de  chaque  côté  , art. 
i , on  obtient,  d’une  manière  très-simple  et  très-élégante,  toutes 

les  équations  qui  donnent  la  solution  des  difTérens  cas  que  la  question 
comporte. 

D'abord , l’équation  du  principe  des  vitesses  virtuelles  se  met  sous  la 
forme 

^ tl  X*  -f*  \ >dx'  -+-  Sic.  -4—  } tly*  — 4—  Y,,dy,t  -4—  Si c.  «4-  Z'  d ^ —4—  Z'  d •+■  &C.  ~ o. 

On  a ensuite  les  équations  de  condition 

df  = o ; dg  ==:  o ; dh  = o ; &c.  ; 
f,  g , &c.  s'expriment  en  fonctions  des  coordonnées  de  leurs  points 
extrêmes  ; savoir  ; 

r = (*m  — *v*  -+-  (/  — //  -+-  (ï  — ï/ 

g 1 = (*'"  — *")'  -y-  (f  — //  H-  (f  — zT 

&c.  & c. , 

d'où  on  déduit  les  valeurs  de  df,  dg , &c.  ; et  employant  la  méthode 
de  Lagrange  , on  parvient  aux  équations  : 


TERMES  DONNÉS 
PAR  LES  COEFFICIENS 
de  dx‘ , dx"  , &c. 

V-  _ A (*“  - *')  _ - 

Lignes  des  accens  N.°  i 

/ 

V»  . * ( *’  — *'  ) 

JL  “f-  — — — O 

f s 

ÔLC. 

Lignes  des  accens  N.*  (n  — i). 

)l  T (Xfr-'t—  *<••*>)  4,  (x('>  — X<—'> ) 

' H — = O 

t P 

*(*>-*'-'>)  _ Q 

V 
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NOTATION. 


X,  X.&.C  ..Y'  , C.i 

Z',  Z" , &c.  sont  les  puii- 
sancrs  parallèles  aux  x ,y  et 
appliquées  aux  sommets 
des  angles  du  polygone  qui  ont 
respectivement  x',  x" , &e.  ; 
y' ,y“ , j", 5cc.  pour 
coordonnées. 

f>  g , h , Sic.  sont  les  lon- 
gueurs des  côtés  corrcspon- 
dans  du  polygone  funiculaire. 

a,  i\,  Sec.  sont  des  cocffi- 
ciens  indéterminés. 


DÉFINITIONS. 

THEOREMES. 

PROBLÈMES. 

immédiatement  sur  le 

des  vitesses  virtuelles,  1 

point  dont  il  s'agit,  pa- 

toutes  les  équations  qui 

rallclement  à leurs  direc- 

se  rapportent  ail  pro- 

lions  respectives. 

blême  du  polygone  funi-j 

82. 

eulaire,  les  côtés  étant | 

Le  principe  des  vitesses 

ou  non  dans  le  même 
plan. 

virtuelles  a lieu  dans 
l’équilibre  d’un  polygone 
funiculaire,  et  en  général 
dans  tout  polygone  où  la 
distance  entre  les  deux 
points  qui  se  trouvent  aux 
extrémités  d’un  même 
côté  est  invariable  , les 
angles  formés  par  les 
côtés  pouvant  changer. 
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Ce  tableau  donne  autant  de  lignes  horizontales  qu’il  y a d’angles  dans 
le  système  ; et  par  son  moyen , on  en  forme  un  second  qui  ne  donne  que 
la  peine  de  l’écrire , i .°  en  prenant  la  somme  des  équations  de  chaque 
colonne  ; z.°  en  prenant  cette  somme  seulement  à compter  de  la  ligne  des 
accens  n.°  2:3.°  en  prenant  la  somme  à compter  de  la  ligne  des  accens  n.°  3 ; 
et  ainsi  de  suite;  ce  qui  donne 


Chaque  ligne  horizontale,  à compter  de  la  seconde  , ne  contient  qu’une 
des  indéterminées  A , /a.  , &c. , et  011  peut  éliminer  cette  indéterminée  , 
1 .°  entre  l’équation  de  la  première  colonne  verticale  et  celle  de  la  seconde  ; 
2.0  entre  celle  de  la  première  et  celle  de  la  troisième  ; ce  qui  donnera 

X1  -f-  X'  X"'  -+-  &c.  — o 

Y'  —H  Y"  -+-  Y"'  -H  &c.  = o 

Z'  r -+-  TJ"  — I-  &c.  = o 

(Y"  -4-  Y”  -4-  & c.)  — ( X ' -H  Xm  -+-  &.C.J  = o 


Y<’-'>  Y(mt 


c—*)  <■*—»; 

y —y 


c*—  >)  (•— v 


(X<\  ~ h-  X'})  — o 
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Y<’> . 
(Z“ 


COURS 

(.)  (m—,f 

> —y 


( ■; 


<•-*> 


&.c.)  - 


DE  MÉCANIQUE, 

X‘>  = o 

■<-ï-  / xr  -+-  aw  -f-  & c.)  = o 

jr  — x 1 


i'»  — «; 


X — X 


'>  ^-X!  >)—  O 


On  déduit  d’abord  de  ces  équations , les  valeurs  des  tangentes  des  angles 
que  les  côtés  du  polygone  funiculaire  font  avec  les  axes  coordonnés. 

Ensuite,  combinant  ces  valeurs  avec  celles  de  f,  g , &c. , et  supposant 
que  le  point  n.°  i est  donné  de  position , on  trouve  les  coordonnées  des 
points  n.0J  2,3,  &c. 


172.  Si  un  des  points  du  système  était  fixe,  le  premier  par 
exemple,  on  aurait  dx  = o,  d/  = o,  d = o ; les  équations 
X>  -4-  X"  -f-  &c.  = o,  Y'  H—  Y"  -+-  &c.  — o,  Z'  -H  Z"  -H  &c.  = o 
n’auront  pas  lieu.  Si  le  premier  et  le  dernier  points  étaient  fixes , on  aurait 
de  plus  dx<m>  = o , dylm>  = o , d o , et  il  faudrait  introduire 
cette  condition  dans  les  équations  d’équilibre. 


175.  Les  termes  A df,  fxdg,  &c. , introduits  dans  l'équation  des 
vitesses  virtuelles , peuvent  être  considérés  comme  les  momens  des  forces 
qui  agissent  dans  les  directions  des  côtés  f , g , &c.  ; en  sorte  que  les 
indéterminées  A , /u. , &c.  expriment  les  tensions  des  cordons  qui  com- 
posent chaque  côté  du  polygone;  et  ces  tensions  sont  données  immédia- 
tement par  les  équations  qui  composent  le  second  tableau  de  l’article 
précédent. 
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2.*  PART 

ie,  i.™  section.  STATIQUE.  I 3 I 

NOTATION. 

DÉFINIRIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

- 

8j. 

Les  termes  introduits 
par  les  équations  de  con- 
dition dans  U formule 
d'équilibre  du  polygone 
funiculaire,  déduite  du 
principe  des  vitesses  vir- 
tuelles , expriment  les 
momens  des  tensions  des 
cordons  ; et  les  indéter- 
minées par  lesquelles  on 
a multiplié  les  équa- 
tions , sont  les  valeurs 
des  tensions. 

!!7. 

En  supposant  que  les 
quantités  et  les  direc- 
tions des  puissances  sont 
données  , trouver, 

1. °  Les  angles  que  cha- 
que côté  du  polygone  fu- 
niculaire fait  avec  les 
axes  coordonnés  ; 

2. °  Les  coordonnées 
des  différens  points  du 
système. 

1 18. 

Introduire  dans  les  é- 
quations  d’équilibre  du 
polygone  funiculaire , la 
condition  que  le  pre- 
mier point  , ou  le  der- 
nier, ou  tous  les  deux, 
sont  fixes. 

119. 

Trouver  les  tensions 
de  chaque  côté  du  poly- 
gone funiculaire. 

R 2 
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1 7^..  On  peut , soit  au  moyen  des  équations  données  dans  les  articles 
précédens , soit  en  employant  immédiatement  les  théorèmes  élémentaires 
sur  la  décomposition  des  forces,  trouver  les  équations  qui  donnent  la  rela- 
tion entre  les  coordonnées  du  polygone  funiculaire.  Le  problème  n offre  pas 
plus  de  difficulté  lorsque  les  côtés  du  polygone  ne  sont  pas  dans  le  même 
plan,  que  lorsqu’ils  y sont,  parce  que  la  projection  de  ce  polygone  sur 
le  plan  xy , considérée  comme  un  polygone  funiculaire  plan  , aux  angles 
duquel  sont  appliquées  respectivement  les  forces  X' , Y'  ; X" , Y" , &c. , 
doit  être  en  équilibre  si  le  polygone  projeté  y est  lui -même  ; qu’il  en  est 
de  même  de  la  projection  sur  l’un  des  plans  a j ou  yi,  et  que  les  trois 
équations  sont  précisément  de  même  forme,  en  sorte  que  l’une  étant 
donnée , les  autres  le  sont  aussi. 

Supposant  donc  tout  simplement  qu’on  a un  polygone  funiculaire  en 
équilibre , où  tous  les  côtés  et  les  directions  de  toutes  les  forces  sont  dans 
le  même  plan , on  aura  l’équation 


P 


A * A y 

cos.  « — - 

A j As 


F 


sin.«t' 


A *" 

A j7' 


— coi. 


A/'  ) A s 
A j"  j r 


Si  on  suppose  que  tous  les  côtés  du  polygone  funiculaire  sont  égaux  , ou 
que  As  = As' , l’équation  précédente  deviendra 


Pr  [Aat  sin.  au  — A y cos.  au  j — P / J Ax' sin.  <*/ Ay"  cos.  au1  j , 


et  passant  du  polygone  à la  courbe,  on  obtient,  toutes  réductions  faites, 
l’équation 


d[Pr  (d  x sin.  a — dy  cos.  a)  ] 
ds 


-4-  P(dy  sin.  au  dx  cos.  au) 


o. 


dans  laquelle  r est  le  rayon  de  courbure  , et  qui  peut , si  l’on  veut , 
représenter  une  des  équations  de  projection  de  la  courbe  funiculaire  à 
double  courbure. 


j y y Les  puissances  étant  supposées  agir  perpendiculairement 
à la  courbe , on  a sin.  a.  = , cos.  au  = ■ ; et  l’équation 

précédente  devient 

d(pr)  zzz  o , ou  p . 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLEMES. 

A//  a*‘  et  ai"  sont  les 

8*. 

longueurs  des  trois  côtés 

Les  équations  des  pro- 

consécutifs  du  polygone  fu- 

cctions  du  polygone  et 

niculaire  ; l’origine  de  cha- 

de  la  courbe  funiculaire 

cun  de  ces  côtés  étant  à celle 

sur  les  plans  des  xy  et 

de  scs  extrémités  qui  est  du 

des  x ^ sont  de  même 

côté  de  l’origine  des  x. 

forme  , en  sorte  que  l’une 

étant  donnée  , l’autre 

l’est  aussi. 

x et  y sont  les  deux  co- 

ordonnées  du  sommet  d’un 

des  angles  du  polygone , le- 

quel  sommet  est  l’origine  du 

côté  Os  de  ce  polygone. 

x"  et  y sont  les  coordon- 

Trouver  les  équations, 

nées  de  l’extrémité  du  côté 

Os'  du  polygone. 

P est  la  puissance  appli- 

I .°  Du  polygone  funi- 

quée  à l’extrémité  du  côté 

culaire  à côtés  inégaux 

0 s ou  à l’origine  du  côté 

ou  à côtés  égaux  ; 

A s'. 

P'  est  la  paissance  appli- 

quée  à l’extrémité  du  côté 

a et  a'  sont  les  angles 

formés  par  les  directions  de 

P et  P' , et  par  l’axe  desx. 

î.”  De  la  courbe  fu- 

Si  aux  origines  de  As, 

niculaire  en  supposant 

As'  et  As",  on  mène  des 

d t constant. 

perpendiculaires  respective- 

ment  sur  chacun  de  ces  côtés  r 

8S. 

la  distance  entre  l’extrémité 

Dans  le  cas  où  les 

de  Ai  et  Pintcrscction  des 

puissances  sollicitantes 

deux  premières  perpendicu- 

agissent  dans  des  direc- 

laircs  aera=r,et  la  distance 

tions  normales  à la  cour- 

entre  l’extrémité  de  As’  et 

be  funiculaire  , chacune 

l’intersection  des  deux  se- 

de  ces  puissances  est  réci- 

condes  perpendiculaires,  sera 

proquement  proportion- 

= r’. 
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176-  Dans  le  cas  de  la  pesanteur,  tous  les  éiémens  de  la  courbe 
étant  supposés  également  pesans , l’équation  de  la  courbe  funiculaire 
devient 

y — — B iog- 1 s J . 

les  .v  étant  comptés  à partir  du  point  le  plus  bas  de  la  courbe  sur  la 
verticale  qui  passe  par  ce  point. 

Un  arc  s de  cette  courbe  a pour  valeur , à partir  de  l’origine , 
s = Y(iBx  — (—  x'). 

On  peut  prendre  pour  origine  tout  autre  point  de  la  courbe  ; et 
comptant  toujours  les  x à partir  de  ce  point  et  sur  la  verticale  qui  y 
passe , on  a 

vtfA'-*/  - jri 


, ni  \ « — x -+-  n fA  — x r — 

y = =*=  51°g-l — — A-- jv~ 

s — \(K—x)%  — B\*  — Y (K1  — B1).  ’ 


Les  constantes  K et  B se  déterminent  ou  par  la  connaissance  de  deux 
points  de  la  courbe  indépendamment  de  celui  de  l’origine , ou  par  celle 
d’un  seul  point  et  de  la  longueur  de  la  courbe , depuis  l’origine  jusqu’à 
ce  point. 


1 77.  Le  second  exemple  de  l’application  des  principes  de  la  sta- 
tique à l’équilibre  d’un  système  de  forme  variable , est  celui  où  on 
considère  un  nombre  infini  de  points  matériels  incompressibles , placés 
à la  suite  les  uns  des  autres , dans  une  courbe  telle  que  l’un  quelconque 
de  ces  points  sollicité  par  les  puissances  qui  agissent  immédiatement  sur 
lui , et  par  la  pression  des  deux  points  immédiatement  voisins , soit  en 
équilibre. 

Si  l’on  applique  le  principe  de  la  composition  des  forces  à la  recherche 
de  l’équation  de  cette  courbe , on  trouve  qué-  cette  équation  est  précisé- 
ment la  même  donnée  art.  174.  pour  la  courbe  funiculaire;  seulement, 
dans  le  cas  actuel , les  puissances  ont  une  direction  contraire  à celle 
qu’on  leur  a supposée  dans  le  cas  de  l’article  cité. 

Il  suit  de  là  que  le  principe  des  vitesses  virtuelles  a lieu  dans  l’équilibre 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉOE  ÈM  ES. 

PROBLÈMES. 

nclle  au  rayon  de  cour- 
bure du  point  de  Iacourbe 
où. elle  est  appliquée. 

12 1. 

Trouver  l’équation  dei 
la  courbe  funiculaire  uni- 
formément grosse  dans 
le  cas  de  la  pesanteur. 

• 

122. 

Rectifier  la  courbe  fu- 
niculaire uniformément 
grosse  dans  le  cas  de  la 
pesanteur. 

40. 

D’une  voûte  en 
berceau  et  des  par- 
ties qui  U com- 
posent. 

86. 

La  courbe  sur  laquelle 
un  nombre  infini  de 
points  matériels  incom- 
pressibles , sollicités  par 
des  puissances  quelcon- 
ques et  juxtaposés  les 
uns  contre  les  autres,  sont 
en  équilibre , est  la  même 
que  la  courbe  funiculaire; 
les  puissances  sollicitan- 
tes ayant,  dans  l’un  et 
l’autre  cas , des  directions 
contraires. 

ni. 

Trouver  l’équation  de 
la  courbe  sur  laquelle  un 
nombre  infini  de  points 
matériels  incompressi- 
bles, sollicités  par  des 
puissancesquelconqueset 
juxtaposés  les  uns  contre 
les  autres,  sont  en  équi- 
libre. 

41. 

Des  joints  de 
rupture  d’une 
voûte  en  berceau. 
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de  plusieurs  points  matériels  juxtaposés , puisqu’il  a lieu  dans  celui  du 

polygone  et  de  la  courbe  funiculaire. 


178.  On  peut  faire  quelques  applications  utiles  de  la  théorie  précé-  • 
dente,  en  se  permettant  de  considérer  les  points  matériels  en  équilibre, 
comme  des  masses  pesantes  de  grandeurs  finies  qui  composeraient  les 
voussoirs  d’une  voûte  en  berceau. 

Pour  trouver  la  relation  entre  les  deux  parties  de  la  voûte  séparées 
par  un  joint  quelconque , on  a 

M tang.  e = (M  — 2 m)  tang.  a , 

M étant  la  partie  de  la  voûte  comprise  entre  les  joints  de  rupture , m la 
partie  de  la  voûte  comprise  entre  un  des  joints  de  rupture , et  le  joint 
quelconque  qui  fait  un  angle  e avec  la  verticale  ; a l’angle  que  fait  un  des 
joints  de  rupture  avec  la  verticale. 

Différenciant  l’équation  précédente  aux  différences  finies,  on  a,  pour 
le  rapport  entre  la  masse  Am  d’un  voussoir  quelconque , et  l’incrément 
A ( tang.  t J qui  est  donné  par  l’angle  que  forment  les  deux  joints  de 
lits  consécutifs  qui  terminent  ce  voussoir , 

Am  _ Mt 

» 2 tang.  a 

Ensuite  l’équation  différentielle  de  la  courbe  de  l’intrados  est , en  prenant 
l’origine  des  x et  y au  sommet , et  comptant  les  x sur  la  verticale  qui  passe 
par  ce  sommet, 

df  M 

d m ~ (Al  — a m } tang.  4 

Enfin , pour  tracer  la  courbe  de  l’extrados , on  calcule  la  longueur  du 
joint  de  lit  ou  la  distance  de  l’intrados  à l’extrados , pour  un  point 
quelconque , au  moyen  de  l’équation  suivante 


k z=.  — r ztz  Y (■ 


tang.  a cos.*  1 


ou  011  peut  éliminer  e au  moyen  de  l’équation  cos.  e — 


On  peut , au  moyen  de  ces  équations , calculer , dans  chaque  cas , 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  l 'équerre  et  K épure  d’une  voûte  com- 
posée de  voussoirs  pesans  en  équilibre , abstraction  faite  du  frottement. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

,24" 

Trouver  les  équations 
qui  donnent,  dans  le  cas 
de  l’équilibre , 

i.°  la  relation  entre 
les  masses  des  deux  par- 
ties d'une  voûte  en  ber- 

ceau  , séparées  par  un 
joint  de  lit  quelconque  ; 

2.-  La  relation  entre 

k — !a  longueur  du  Joint 
de  lit  qui  fait  un  angle  t avec 
la  verticale. 

r = le  rayon  de  courbure 
pris  sur  la  direction  de  k. 

/ 

la  masse  d'un  voussoir 
quelconque  , et  l’angle 
formé  par  les  joints  de 
lit  qui  le  terminent  ; 

3.°  La  courbe  de  l'in- 
trados. 

AI  et  N sont  respective- 
ment les  poids  absolus  de  la 
voûte  entre  les  joints  de  rup- 
ture et  d’un  des  pieds-droits; 
et  l’on  comprend  dans  ce  pied- 
droit  toute  la  portion  de  voûte 
comprise  entre  les  naissances 
et  le  point  de  rupture. 

q..°  La  distance  de  l’in- 
trados à l’extrados , ou  la 
longueur  d’un  joint  de 
lit  quelconque. 

S 
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Ainsi , i.°  étant  donnée  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  profil  de  la  voûte, 
c’est-à-dire,  l’expression  variable  de  m ou  de  A m , on  trouvera  la  courbe 
de  l’intrados,  la  longueur  et  l’inclinaison  des  joints  de  lit;  2°  étant 
donnée  la  courbe  de  l’intrados , on  trouvera  la  masse  de  chaque  voussoir, 
l'inclinaison  et  la  longueur  de  ses  joints  de  lit;  3. “étant  donnée  la  loi 
de  la  longueur  des  joints  de  lit , on  en  déduira  le  profil  des  voussoirs 
et  la  courbe  de  l’intrados. 

1 79.  Il  est  bon  d’ajouter  aux  formules  précédentes,  celles  qui  se 
rapportent  à la  poussée  de  la  voûte  contre  ses  pieds-droits. 

Les  deux  formules  fondamentales  qui  renferment  les  conditions  de 
l’équilibre  entre  la  poussée  de  la  voûte  et  la  résistance  du  pied-droit,  sont 


N = 

hk'-W 

ik'k 

p 

Al] 

1 

/U  — 

1 

) dans  l'hypothèse  du  renversement* 

a y sin.  a 

N — 

g 

M. 

( dans  l'hypothèse  du  glissement. 

a J rang.  a 

Les  quantités  M , p et  q dépendent  des  dimensions  de  la  voûte , de 
sa  forme , et  des  conditions  auxquelles  on  peut  être  assujetti  soit  pour 
la  hauteur  des  pieds-droits  , soit  pour  d’autres  particularités. 

11  faut  bien  observer  que  les  deux  premières  des  trois  équations  précé- 
dentes expriment  des  conditions  d'équilibre  tout-à-fait  indépendantes  de 
celles  exprimées  par  la  troisième , conditions  qui , en  général , ne  sont 
point  remplies  avec  la  même  valeur  de  N ; c’est  ce  qui  résulte  de  la 
théorie  exposée  art.  137  et  suivans. 

J ajouterai  que  la  première  des  deux  formules  d’équilibre,  dans  l’hypo- 
thèse du  renversement,  se  rapporte  aux  effets  observés  lors  du  décintrement 
des  grandes  arches  ( celles  particulièrement  dont  la  courbe  d’intrados  est 
un  arc  de  cercle  d’un  grand  rayon  ) ; les  joints  s’ouvrent  à l’intrados , 
vers  la  clef,  et  à 1 extrados  du  côté  des  naissances,  de  part  et  d’autre  d’un 
joint  moyen  qui  conserve  le  parallélisme.  fV'oye^  les  Œuvres  de  Perronet , 
petg.  601  et  suiv. , édition  J.  La  seconde  de  ces  formules  est  déduite 
de  la  théorie  du  plan  incliné  ou  du  coin  : c’est  dans  la  science  de  la  cons- 
truction qu’on  apprendra  les  cas  où  il  faut  se  servir  de  l’une  ou  de  l’autre. 
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■ ^ — Jri 

NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

p — perpendiculaire  menée 
de  l’extrémité  inférieure  du 
parement  intérieur  du  pied- 
droit  aur  la  ligne  qui,  per- 
pendiculaire au  joint  de  rup- 
ture , passe  par  le  milieu  de 
ce  joint. 

ç = distance  entre  l’extré- 
mité du  parement  intérieur 
du  pied-droit , et  la  verticale 
passant  par  le  centre  d’inertie 
de  ce  pied-droit. 

f puissance  qui  s’oppose 
au  glissement  horizontal  du 
pied-droit  sur  sa  plate-forme. 

a — angle  du  joint  de 
rupture  et  de  la  verticale. 

g — la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur. 

k et  A'  sont  les  distances  ho- 
rizontales respectives  de  l’ex- 
trémité inférieure  du  pare- 
ment intérieur  du  pied-droit 
et  de  l’intrados  du  joint  de 
rupture  , aux  verticales  me- 
nées par  les  centres  d’inertie 
du  pied-droit  et  de  la  portion 
de  voûte  comprise  entre  la 
clef  et  le  joint  de  rupture. 

b =z  la  distance  horizontale 
de  l’extrémité  inférieure  du 
parement  intérieur  du  pied- 
droit  à la  verticale  menée  par 
l’intrados  du  joint  de  rupture. 

h et  h'  sont , respective- 
ment , les  distances  verticales 
de  l’intrados  du  joint  de  rup- 
ture à la  bue  du  pied-droit 
et  à l’extrados  de  la  clef. 

4.2. 

D a pieds  droits 
d’une  voûte  en 
berceau  qui  pren- 
nent le  nom  de 
culte  , et  de  piles 
lorsqu’il  s'agit 
d'un  pont. 

HJ. 

T rou ver  les  deux  équa- 
tions fondamentales  qui 
expriment  les  conditions 
de  l'équilibre  entre  la 
poussée  d’une  voûte  en 
berceau  et  la  résistance 
de  ses  pieds-droits. 

S 2 
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SECONDE  SECTION. 


D Y NA  MJ  <2  UE. 

180.  La  dynamique  est  la  partie  de  la  mécanique  qui  fait  entrer  le 
temps  en  considération , et  a pour  objet  l’action  des  forces  sur  les  corps 
solides,  de  laquelle  il  résulte  un  mouvement. 

I 8 I • La  méthode  la  plus  sûre  et  la  plus  simple  de  traiter  les  questions 
de  mouvement,  est  de  les  ramener  à des  problèmes  d'équilibre  qui  peuvent 
toujours  se  mettre  en  équation  ; on  y parvient  par  le  principe  communé- 
ment attribué  à <f  Alembert  , exposé  précédemment  ( théorème  1 5 ) pour 
un  cas  particulier.  Le  théorème  87  offre  l’énonçé  le  plus  général  dont 
ce  principe  soit  susceptible. 


182.  Il  faut  ensuite,  pour  faciliter  l’application  de  ce  principe; 
distinguer  dans  le  mouvement  d’un  système , deux  choses  qui  sont  indé- 
pendantes , et  qui  doivent  être  considérées  séparément  : savoir,  le  mou- 
vement du  centre  d’inertie  , et  celui  des  autres  parties  du  système  autour 
du  centre  ; la  détermination  du  premier  n’a  aucune  difficulté , et  n’exige 
que  l’emploi  des  formules  de  l’art.  1 1 6 qui  se  rapportent  au  mouvement 
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NOTATION. 

DEFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

43- 

De  la  Dyna- 
mique. 

87. 

Si  des  causes  quelcon- 
ques de  mouvement  ten- 
dent à produire  un  chan- 
gement dans  l'état  de 
mouvement  ou  de  repos 
d’un  système  de  points 
matériels  , concevez  le 
changement  de  mouve- 
ment que  chaque  point 
matériel  éprouverait  en 
vertu  de  l’action  de  ces 
causes,  s'il  était  libre, 
comme  décomposé  en 
deux,  dont  l’un  soit  celui 
qui  aura  réellement  lieu, 
eu  égard  à la  liaison  de  ce 
point  au  reste  du  systè- 
tème  ; l’autre  sera  tel  que 
s’il  représentait  en  quan- 
tité et  en  direction  la 
cause  perturbatrice , l’état 
de  mouvement  ou  de  re- 
pos du  système  ne  chan- 
gerait point. 

88. 

Un  système  de  forme 
invariable  étant  sollicité 
par  des  puissances  à di- 
rections parallèles  dont 
chacune  est  proportion- 
nelle à la  masse  de  son 
point  d'application , tous 
les  points  de  ce  système 
tendront  à se  mouvoir 

126. 

Trouver  les  équations 
du  mouvement  d’un  sys- 
tème de  forme  invariable , 
lorsque  la  résultante  des 
puissances  qui  le  solli- 
citent passe  par  son: 
centre  d’inertie.  j 
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d’un  point  ; mais  celle  du  second  n’offre  pas  à beaucoup  près  la  même 

facilite.  Voyez  les  théorèmes  88,  8<j  , 90  et  pi. 


183.  Le  mouvement  de  rotation  étant  donc  ie  seul  pour  lequel  la 
théorie  précédemment  exposée  est  insuffisante , et  son  indépendance 
du  mouvement  de  translation  permettant  de  ie  considérer  à part , nous 
nous  en  occuperons  presque  uniquement  dans  cette  section.  Les  expressions 
analytiques  qu’on  rencontre  dans  les  differentes  recherches  auxquelles  ce 
problème  donne  lieu , renferment  toutes  une  quantité  qu’on  nomme 
moment  d inertie , qui  est  la  somme  des  produits  des  molécules  d’un  corps 
par  les  carrés  de  leurs  distances  à un  axe  de  position  donnée  : voici  les 
propositions  et  les  formules  principales  qui  s’y  rapportent. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

44. 

Du  moment 
d’inertie. 

dans  des  directions  pa- 
rallèles et  avec  des  vi- 
tesses égales. 

89. 

La  même  propriété 
aura  lieu  dans  tous  les 
cas  où  la  résultante  des 
forces  , appliquées  au 
système , passera  par  le 
centre  d’inertie. 

90. 

Lorsque  la  résultante 
des  puissances  qui  solli- 
citent un  système  de 
forme  invariable,  passe 
par  son  centre  d’inertie, 
ce  système  se  meut  de 
la  même  manière  que  si 
toute  sa  masse  était  con- 
centrée en  un  seul  point, 
auquel  chaque  puissance 
sereit  appliquée  parallè- 
lement à sa  direction. 

9t. 

Lorsque  ta  résultante 
des  forces  appliquées  à 
un  système  de  forme 
invariable  ne  passe  pas 
par  son  centre  d’iner- 
tie , ce  centre  se  meut 
de  la  même  manière 
que  si  toutes  les  puis- 
sances lui  étaient  im- 
médiatement appliquées 
chacune  parallèlement  à 
sa  direction  , et  le  sys- 
tème tourne  autour  du 
centre  d’inertie , de  la 
même  manière  que  si  ce 
centre  était  fixe. 

ia7. 

Trouver  les  équations 
du  mouvement  du  centre 
d’inertie  d'un  système  de 
forme  invariable,  lorsque 
la  résultante  des  puissan- 
ces qui  sollicitent  ce 
système  ne  passe  pas 
par  son  centre  d'inertie. 

t 
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Le  moment  d’inertie , toujours  essentiellement  positif,  rapporté  à l’axe 
des  .v,  a pour  valeur 

S\m(y'  -+-  i V|; 

et  rapporté  à un  axe  parallèle , celui  des  x qui  a les  lignes  a et  b pour 
coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses  points , sa  valeur  devient 
S\m(f  -+•  ’i  ) j — z (aSmy  -I-  ISmi)  -t-  (a  by)Sm. 


Si  l’axe  des  x passe  par  le  centre  d’inertie,  on  a Srny  — o et 
Sm i o,  art.  15g;  et  cette  expression  devient 

S\m(y * •+-  Z )\  -H  r*  M. 

,84.  Les  momens  d’inertie  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés , 
sont  respectivement 

axe  des  .v . . . B — I—  C;  axe  des  y . . . A -f-  C;  axe  des  £. . . A — {-  B; 

Ayant  ces  trois  momens , on  connaîtra  celui  rapporté  à une  ligne  passant 
par  l’origine,  faisant  un  angle  Ô avec  le  plan  xy,  et  dont  la  projection  sur 
ce  plan  xy  fait  un  angle  v avec  l’axe  des  x,  au  moyen  de  la  formule 

A /'sin.-  » -h  cos.*  if  sin.*0/  4-  2/fcos.*»  -+*  sin.*  n sin.*  Qj  -4-  Ccos.’g  — x D «in.  1»  cos.  h cos. *9 

— x E coi.  11  sin.  0 cos.  9 

— x F sin.  u sin.  9 cos.  9* 

Ce  moment  d’inertie  connu,  on  peut,  par  l’article  précédent,  l’évaluer 
par  rapport  à tout  autre  axe  parallèle  à celui  qu’on  vient  de  considérer  ; 
on  peut  donc , lorsqu’on  connaît  le  moment  d’inertie  par  rapport  aux  trois 
axes  coordonnés,  l’évaluer  par  rapport  à une  ligne  quelconque  donnée 
de  position  dans  l’espace. 


185.  La  .recherche  de  l’expression  précédente  suppose  des  trans- 
formations des  coordonnées  x,y,  z en  coordonnées  x,,y,,  z,  ayant 
toutes  meme  origine,  qui  conduisent  aux  formules  suivantes. 
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notation. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


Sm  — M 


r — V ( ) = 

la  distance  entre  les  deux 


S m x * — A 
Sm  y*  = B 
S rn  = C 
S(mxy)  = £> 
d"  f m{x,l  = E 
S(miy)  = ^ 


92.  128. 

Le  moment  d’inertie  Le  moment  d’inertie 
d’un  corps  est  toujours  étant  donné  par  rapport 
essentiellement  positif,  à un  axe,  trouver  sa  va- 
leur par  rapport  à un 
autre  axe  parallèle  à 
celui-là. 

129. 

Appliquer  la  solution 
précédente  au  cas  où  le 
premier  axe  passe  par  le 
centre  d’inertie, 

93-  130. 

Le  moment  d'inertie , Donner  la  valeur  des 
par  rapport  à chacun  des  moment  d’inertie  par 
axes  coordonnes  , est  rapport  à chacun  des  axes 
toujours  plus  petit  que  coordonnés, 
la  somme  des  momens  j t 

par  rapport  aux  deux  „ , 

Connaissant  le  moment! 

autres  axes. 

d inertie  par  rapport  a 
chacun  des  axes  coordon- 
nés , trouver  ce  moment 
par  rapport  à une  ligne 
de  direction  quelconque 
qui  passerait  par  l’ori- 
gine. 

*32. 

Appliquer  les  solutions 
des  problèmes  127  et 
I 3 o à la  détermination 
du  moment  d'inertie  par 
rapport  à une  ligne  quel- 
conque donnée  de  po- 
sition dans  l'espace. 

■33- 

Une  ligne  qui  passe 
par  l’origine  et  qui  a une 
direction  donnée  étant 
prise  pour  l'axe  des  x , , 

T 
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Prenons  !a  ligne  qui , passant  par  l’origine , fait  un  angle  0 avec  le 
plan  xy , et  dont  la  projection  sur  ce  plan  xy  fait  avec  l’axe  des  x un 
angle  >1 , pour  l’axe  des  xt  ; 

Menons  à cet  axe  des  x, , dans  le  plan  xy,  une  perpendiculaire  que 
nous  prendrons  pour  l’axe  des  yt; 

Enfin , prenons  pour  axe  des  la  perpendiculaire  au  plan  xt  yt  passant 
par  l’origine  ; on  aura  pour  le  rapport  des  coordonnées  primitives  et 
transformées  d’un  même  point  du  système, 

jr,  = i sin.  0 -+-  (y  » H-  * cos.  nj  cos.  0 = * cos.  et  -+-  y cos.  $ £ cos.  y 

y cos.  a — x cos.  £ 

y.  — y cos.  rt  — x jin.  h = - 

sm.  y 

^ — i cos.  $ — (y  sin.  * x cos.  nj  sin.  0 = £ sin.  y — (y  coj.  $ jr  cos.  aj  co uy 

et  pour  les  sommes  S(mxjJ , S(mxlzJ  S ( myt ij 

S(m*,y,)  ~ (B  — A)s  in.  ircos.tr  cos.  0 -4-  Dcos.  jfcos.*  »r  — sin.*  n)  — E sin.it  sin.  0-f-  F sin.  * cos.0 

S(mxt  — A cos.*  n—  B sin.4  njsin.  0 cos.  0 — s Di  in.  n cos.  « sin.  0 cos.0  f£cos.r>  £sin.  n )(< coi.*  0 — |jB#*  0 ) 

S (myt  =z(A  — B)  sin.  « cos.  n sin.  0 — D ( cos .*  rr  — sin.*  n)  sin.  § — (E  sin.  * — F cos.  *)  cos.  0. 

1 86.  St  l'on  nomme  T l’expression  donnée  article  184.,  et  qu’on 
y regarde  6 et  a comme  variables , on  aura 

( -TT J — — 2 cos-  *.S(mxjJ 

(^jç)  = — 2 S(mx,zJ. 


187.  L’expression  donnée  art.  184,  fournit  le  moyen  de  résoudre 
un  problème  très  - important , qui  a pour  objet  la  recherche  de  l’axe 
passant  par  l’origine  des  coordonnées , par  rapport  auquel  la  différentielle 
du  moment  d’inertie  est  nulle.  On  trouve , en  égalant  à zéro  les  valeurs 
des  différentielles  précédentes , que  la  position  de  cet  axe  est  donnée  par 
les  équations 

« (A  — B)  «in.  » coi.  » — rVcos.*  • — sin.*  . ) 

tang.  0 :=  ; ; 

0 t co».  » — t «n.  a 


| I £*  - D')  F (B  - C)  DE  ) tang.1  « 

) -4-  l £•  - » £ f D‘E  -t-  (B  - %A  CJP  F - (B  - A)(B  - C)  E\  ung.’  * 
U|;>-i£‘i  + J3,F+M-iS  + C)DE  - (A  - B)(A  - C) F j ung  a 
[ + £(r  — D‘)  H-  (A  — C)  D F. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

une  perpendiculaire  à 
cette  ligne  , menée  par 
l'origine  dans  le  plan  xy , 
étant  prisepour  l’axe  des 
y,  et  une  perpendiculaire 
au  plan  x,y,  menée  à 
l’origine,  étant  prise  pour 

l’axe  des  z,/  trouver  les 

a.,  & et  y sont  Ifs  angles 

valeurs  de  xt , yt  et  en 

formés,  respectivement,  par 
l'axe  des  xt  et  par  ceux  des 

fonctions  de  * , y et  z- 

*,y  « z- 

134. 

Trouver  dans  l'hypo- 
thcse  du  problème  pré- 
cédent les  valeurs  de 

S (mx,yj  , S (mx,  z.) 

La  différentielle  du 

et  J-  ( my , z,),  en  fonc- 

moment  d'inertie  par  rap- 

tions  de  A,  B , C , O , 

port  à l’axe  des  x, , prise 
en  faisant  varier  successi- 

E et  F. 

vement  »et  8,  a respecti- 
vement pour  valeur 

— 2 cos.  6 S(mx,yt)  et 

— z S (mx,  z,)‘ 

*35- 

Trouver  la  position 
d’un  axe  passant  par  un 
point  donné  du  système 
par  rapport  auquel  la 
différentielle  du  moment 

d’inertie  est  égale  à zéro. 

T 2 
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On  voit  qu’il  y a trois  lignes  qui  satisfont  à la  question  ; et  comme, 
par  la  nature  du  problème,  l’équation  doit  avoir  deux  solutions  réelles 
(l’une  pour  le  maximum  et  l’autre  pour  le  minimum  absolu  ) , les  trois 
racines  sont  nécessairement  réelles , et  les  lignes  dont  elles  donnent  la 
position  se  nomment  axes  principaux. 

188.  De  plus,  en  nommant  T l’expression  donnée  art.  184,  dont 
la  différenciation  a fourni  les  valeurs  de  0 et  n au  moyen  des  équations 


on  voit  par  l’article  186,  qu’on  doit  avoir,  par  rapport  à la  ligne 
cherchée,  considérée  comme  l’axe  des  x, 

S(mx,yJ  = o, 

S(mx,z,)  = o. 

189.  Les  formules  de  l’article  187  exigent  des  calculs  presque 
impraticables  ; mais  si  l’on  suppose  que  la  position  d’une  des  trois  lignes 
cherchées  est  connue , il  sera  aisé  d’en  déduire  la  position  des  deux 
autres.  La  ligne  connue  de  position  étant  l’axe  des  xt,  et  rapportant  au 
plan  xtyt , la  position  d'une  des  autres , on  trouve 

cos.  »,  = o , tang.  i)(  = ~-_F\  . 

La  première  équation  énonce  que  la  ligne  cherchée  est  dans  le  plan 
des  y,ilt  et  011  voit  par  la  seconde,  qu’il  y a dans  ce  plan  des  y,  j(, 
deux  lignes  à angle  droit  l’une  sur  l’autre , qui  satisfont  à la  question  , 
l’une  faisant  un  angle  0, , et  l’autre  un  angle  (Ü,  -f-  i circonf.' ) avec 
l’axe  des  yr 

Ce  résultat  nous  présente  une  propriété  très -remarquable  des  corps , 
énoncée  dans  le  théorème  g <5. 
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THÉORÈMES. 

PROBLÈMES.  ' 

+ï- 

Des  axes  prin- 
cipaux. 

95- 

Un  axe  principal,  c'est- 
à-dire,  parrapportauquel 
la  différentielle  du  mo- 
ment d’inertie  est  nulle , 
étant  considéré  comme 
l’axe  des  >,  01  a 
S ( m x y ) — 0 et 
S ( m x =0. 

Les  lettres  accentuées  dé- 
signent, par  rapport  aux  axes 
des  x,  ,y,  « le*  quantités 

analogues  à celles  que  les 
mêmes  lettres  non  accen- 
tuées désignent  par  rapport 
aux  axes  des  x,  y et  ç. 

ijô. 

Connaissant  la  posi- 
tion d'un  axe  principal 
qui  passe  par  un  point  < 
donné,  trouver  celle  des 
deux  autres  axes  princi- 
paux passant  par  le  même 
point. 

96. 

On  peut  toujours  faire 
passer  par  un  point  quel- 
conque d’un  corps,  trois 
lignes  à angle  droit 
l’une  sur  l’autre , telles 
que  la  différentielle  du 
moment  d’inertie, par  rap- 
port à chacune  d’elles , 
est  égale  à zéro. 

- 
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190.  Si  l’on  a F,  = o et  B,  = C,,  la  valeur  de  0,  devient 
indéterminée  ; et  toute  ligne  menée  dans  le  plan  y,  h , et  passant  par 
l’origine , est  un  axe  principal. 


191.  Les  axes  des  x . y et  g étant  supposés  des  axes  principaux , on 
a les  trois  équations  du  théorème  p 8 , qui  se  déduisent  aisément  de  celles 
du  théorème  97. 


I çyX-  Les  axes  principaux  étant  toujours  supposés  axes  des  coor- 
données , la  valeur  du  moment  d’inertie  de  l’article  1 84  , par  rapport  à 
une  ligne  de  position  donnée  qui  passerait  par  l’origine,  se  simplifie 
beaucoup , et  devient 

A {sin.**  -4-  sin.*  0cos.*  n)  -+-  B (cos.x  * H- sin.*  n sin.*  0^  -4-  C cos.‘  6. 

Si , en  nommant  M la  masse  totale , on  exprime  de  la  manière  suivante 
les  momens  d’inertie  par  rapport  à chaque  axe , 

Ma  = B -+-  C;  Mb 1 = A -h  C;  MA  — A -4-  B ; 


d’où 


= *(*¥) 


et  c 


A = ; M(  — a‘  y c')  ; B = iM(a‘  — i‘  -+-  c');  C = i M (*'  -t-  i‘  — SJ , 
la  valeur  du  moment  d’inertie  deviendra 

M(ax  cos.‘  6 cos.1  « b * cos.*  0 sin.*  « -+-  A sin.*  0,1, 

qu’on  peut  aussi  énoncer  par  l’expression 

M(a  cos.*  <l  -4-  b1  cos.*  /S  -f-  A cos.*  y). 


IC)  j.  Si,  en  considérant  toujours  les  axes  principaux  comme  axes  des 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES, 

97- 

L’axe  des  x étant  un 
axe  principal  , si  on  a 
S ( m zy  ) = o et 
S ( myj  = S (m?)  , 
toute  ligne  passant  par 
l'origine  et  menée  dans 
le  plan  des  y £ sera  un 
axe  principal. 

9g. 

Les  axes  des  x , y et  £ 
étant  des  axes  principaux, 
ox\  \ S (m  xy ) =0; 

S (m  xz)  =z  0; 

S (m  yz)  = 0. 

«37- 

Les  axes  des  coordon- 
nées étant  des  axes  princi- 
paux, trouver  le  moment 
d’inertie  par  rapport  à 
une  ligne  de  direction 
donnée,  qui  passe  par  l’o- 
rigine. 
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coordonnées,  on  suppose  que  les  momens  d’inertie  par  rapport  à ces  axes 
aient  entre  eux  les  relations  suivantes  , 


ou 


Ma  > Mb1  ; Mb'>Mc% 

B -+-  C > A H-  C;  A C>  A B 


d’où  on  déduit 
a'  > b*  ; b‘>c‘ 
A < B;  B < C; 


ensuite , la  dernière  équation  de  l’article  précédent , qui  donne  la  valeur 
du  moment  d'inertie  par  rapport  ,à  une  ligne  de  position  quelconque  passant 
par  l’origine  , est , en  observ  ant  que  cos.*  a.  H—  cos.1  fi  -f-  cos.*  y i , 
susceptible  d’être  mise  sous  les  deux  formes  suivantes  : 


Ma'  — M(ax  — b1)  cos.‘ /3  — M(al  — c')  cos.*  y 
Mc'  -f-  M(a%  — c')  cos.*  -4-  M(a'  — b')  cos.1  fi; 

ce  qui  fait  voir  que  le  moment  d’inertie  par  rapport  à une  ligne  quel- 
conque passant  par  l’origine,  est  toujours  plus  petit  que  M a1 , et  plus 
grand  que  M c * ; conséquence  nécessaire  de  ce  que  la  différentielle  du 
moment  d’inertie  par  rapport  aux  axes  principaux  étant  nulle,  l’un  de 
ces  axes  doit  être  un  maximum  et  l’autre  un  minimum. 


1 C)^..  Prenons  la  ligne  par  rapport  à laquelle  on  vient  d’évaluer 
le  moment  d’inertie  pour  l’axe  des  xt,  et  construisons  les  axes  des  y,  et 
des  h comme  à l’article  i 8 g ; nous  aurons 

S (mx,zJ  = M j (a1  — c')  cos.‘  H—  (b1  — c*)  cos.*  fi  J cos.  y 

= M (a1  — b1)  - Æ . 

Plus  ces  quantités  seront  petites , et  plus  la  ligne  dont  il  s’agit  approchera 
d’être  un  axe  principal  : elle  le  sera , lorsque  ces  quantités  seront  nulles. 

I y y Ces  quantités  seront  toujours  nulles , lorsqu'on  aura  a'z^b'^zc1, 
et  le  seront  indépendamment  de  toute  valeur  de  <t , fie t y : dans  ce  cas  , 
qui,  comme  on  voit,  est  celui  où  les  trois  momens  d’inertie  Ma' , Mb' , 
M c * sont  égaux , toutes  les  lignes  passant  par  l’origine  seront  des  axes 
principaux  par  rapport  auxquels  la  valeur  commune  du  moment  d’i- 
nertie M a1  cos.*  a.  — t—  M b1  co  s.“  fi  — f-  Aie * cos.*  y,  sera  Ma1 . à 
cause  de  cos.*  <t  — t—  cos.*  fi  -+-  cos.‘  y = i . 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

99. 

Les  trois  axes  princi- 
paux étant  pris  pour  axes 
des  coordonnées,  le  mo- 
ment d’inertie  par  rap- 
port à une  ligne  quelcon- 
que , passant  par  l’ori- 
gine, a toujours  une  va- 
leur intermédiaire  entre 
le  plus  grand  et  le  plus 
petit  moment  par  rapport 
aux  axes  des  coordon- 
nées. 

100. 

Lorsque  les  trois  mo- 
mens  d’inertie  par  rap- 
port à trois  axes  princi- 
paux qui  sc  coupent  en 
un  même  point , sont 
égaux  , les  momens  d’i- 
nertie par  rapport  à toutes 
les  lignes  passant  par  le 
point  commun  d’inter- 

I}8. 

Trouver , par  rapport  à 
un  axe  quelconque  con- 
sidéré comme  axe  de»  x, 
!ea  valeurs  de  S (mx 
et  d"  (mxy)  en  fonctions 
de  quantités  qui  appar- 
tiennent aux  momens  d’i- 
nertie par  rapport  aux 
axes  principaux  passant 
par  l’origine  , avec  les- 
quels i'axe  dont  il  s’agit 
forme  des  angles  « , £ et 
y ; déterminer  combien 
ce  même  axe  s’approche 
d’être  un  axe  principal. 
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196.  Lorsque  deux  axes  principaux  seulement  auront  leurs  momens 
d’inertie  égaux,  on  pourra,  au  moyen  de  la  table  suivante,  reconnaître 
ce  qui  en  résulte  : 


HYPOTHÈSE. 

MOMENT  D’INERTIE 
en  introduisant  l’hypothèse  ci  à côté , dans  U formule 
générale  Ma'  cos.’ a Al  b'  cos.’  £ -t -Mc'  cos.’ y. 

Ma  — Mb * 

Ma ’ — Mc' 

Mb ’ — Mc ‘ 

Al  a'  ( 1 — cos.  'y)  -t-  Mc'  cos.  *y 

Aie'  ( 1 — cos.  Mb'  cos. 

AI  b'  ( 1 — cos.  'a  J ■+■  Ma'  cos. 

Si  l’on  fait  respectivement , pour  chaque  cas , cos.  y — o , cos.  /3  = o 
et  cos.  <t  = o , on  trouvera  que  lorsque  deux  momens  d’inertie  par  rapport 
à deux  axes  principaux  sont  égaux , tous  les  momens  d’inertie  par  rapport 
à des  lignes  menées  dans  le  plan  de  ces  axes  et  passant  par  leur  inter- 
section , sont  aussi  égaux  ; ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  de  l’article 
précédent. 

îyj.  Le  moment  d’inertie  par  rapport  à une  ligne  passant  par  un 
point  quelconque  du  système,  est  toujours  plus  grand,  art.  183  , que  le 
moment  d’inertie  par  rapport  à une  parallèle  à cette  ligne  passant  par 
le  centre  d’inertie  { la  différence  Mr ' étant  toujours  positive)  ; d’où  il 
suit  que  le  plus  petit  des  momens  d’inertie  de  tout  le  système  se  rapporte 
à un  des  axes  principaux  passant  par  le  centre  d’inertie. 

Ip8-  On  déduit  sur-le-champ  une  première  conséquence,  de  la 

théorie  précédente  relative  à la  rotation  d’un  système  autour  d’un  axe 

principal  ( qu’on  suppose  être  l’axe  des  1 ) passant  par  le  centre  d’inertie. 

On  a pour  les  composantes  des  forces  centrifuges 

( des  x. . .tr*  .S(mx) 
parallèlement  aux  axes . . . { . , „ . , 

( des  y . . .#  . my ) , 
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TlitOR  £ MES. 


PROBLEMES. 


section  auront  la  meme 
valeur,  et  toutes  ccs  lignes 
seront  des  axes  princi- 
paux. 

ioi. 

Lorsque  les  morne  ns 
d’inertie  par  rapport  à 
deux  axes  principaux } 
pris  pour  un  meme  point, 
sont  égaux  , tous  les 
rnomens  d’inertie  par 
rapport  à des  lignes  me- 
nées dans  le  plan  de  ccs 
axes  et  passant  par  leur 
point  d’intersection,  sont 
aussi  égaux. 

Il  résulte  de  ce  théorème 
et  du  précédent,  que  les 
axes  principaux  , pour 
un  point  donné,  sont  ou 
au  nombre  de  trois  , ou 
en  nombre  infini. 


Le  minimum  minimerurn 
des  rnomens  d’inertie  du 
système  se  rapporte  à un 
des  axes  principaux  pas- 
sant par  le  centre  d’i- 


v = la  vitesse  angulaire. 


103. 

Un  système  ou  corps 
de  forme  invariable  étant 
supposé  tourner  avec  une 
vitesse  angulaire  cons- 
tante autour  d’un  axe 
principal  qui  passe  par 
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et  pour  les  momens  de  ces  composantes 

des  x . . .y1  ,S(my  i) 
v " des  y.  . .y\S(mxi). 

Mais  par  la  double  condition  que  le  centre  d’inertie  est  à l’origine , et 
que  l’axe  de  rotation  est  un  axe  principal,  toutes  ces  quantités  sont  nulles; 
d’où  il  suit  que  cet  axe  ne  supporte  aucun  effort  de  la  part  des  forces 
centrifuges. 


i 99.  Supposons  maintenant  que  chaque  point  d’un  système  assujetti 
à tourner  autour  d’un  axe  fixe  quelconque  , est  sollicité  par  une  puissance 
dirigée  dans  un  plan  perpendiculaire  à l’axe , on  aura , pour  évaluer 
l’action  de  cette  puissance, 


dans  le  sens  du  rayon  p 


Çnr/  ( 1 


perpendiculairement  âu  rayon  y . . . . 


Ce  sont  les  forces  motrices  qui  auraient  lieu , si  le  point  dont  il  s’agit 
tournait  seul  autour  de  l’axe  de  rotation  : la  première  est  détruite  par  la 
résistance  de  cet  axe  , et  la  seconde  produira  un  accroissement  instantanée 


de  quantité  de  mouvement  — ■—  Çnult. 


200.  Considérant  ensuite  tous  les  points  matériels  du  système 
comme  liés  les  uns  aux  autres  , de  manière  que  leurs  distances  respectives 
soient  invariables , et  appliquant  à cette  condition  le  théorème  général  87 , 
on  a 

, d v d*  u r*  tri  f"  r''  -4-  & c. 

d 1 " d /*  J yt  m'  -4-  p"1  m"  -t-  &c.  * 

c’est  ce  qu’on  nomme  la  force  accélératrice  angulaire. 

20  1 . Lorsqu’un  corps  tourne  autour  d’un  axe  fixe  avec  une  vitesse 
quelconque , chaque  point  de  ce  corps  a une  vitesse  égale  au  produit  de 
sa  distance  à l’axe  de  rotation  par  la  vitesse  angulaire  ; ainsi , la  vitesse 
angulaire , les  masses  de  tous  les  points  matériels  et  la  forme  du  système 
étant  donnés  , on  peut  trouver  une  quantité  de  mouvement  unique  , égale 
à la  somme  des  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu  , laquelle , appliquée 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

le  centre  d’inertie , cet 
axe  ne  supporte  aucun 
effort  de  la  part  des  for- 

ces  centrifuges  ; et  soit 
qu'il  ait,  ou  non  , des 
points  fixes  , le  corps  , 

9 = puissance  appliquée 

qu’on  suppose  n’être  sol- 
licité par  aucune  puis- 
sance, tournera  pendant 

à un  point  matériel  quel- 

un  temps  indéfini  autour 

conque  du  système  ou  force 

de  cet  axe  avec  la  même 

accélératrice  qui  serait  im- 

vitesse  angulaire. 

primée  au  point  s’il  était. 

* 

libre. 

rn  = masse  du  point  ma- 
tériel. 

r = perpendiculaire  me- 

née  de  l’axe  de  rotation  sur 
la  direction  de  9. 

J>  — distance  du  point 
matériel  à l'axe. 

* ss  vitesse  angulaire. 

46. 

De  la  force  accé- 
lératrice angu- 

u sz  arc  décrit  au  bout 

taire. 

du  temps  t . 

• 

PROBLÈMES. 


I39. 

Un  système  de  forme 
invariable  assujetti  à 
tourner  autour  d'un  axe 
fixe,  étant  sollicité  par  des 
puissances  qui  agissent 
dans  des  plans  perpendi- 
culaires à cet  axe  , trou- 
ver pour  un  point  maté- 
riel quelconque  les  com- 
posantes dirigées  , soit 
dans  le  sens  du  rayon 
du  cercle  que  ce  point 
peut  décrire  , soit  per- 
pendiculairement à ce 
rayon  de  la  force  motrice 
qui  serait  imprimée  à ce 
point  matériel  s'il  était 
libre. 


140. 

Un  système  de  forme 
invariable  tournant  avec 
une  vitesse  quelconque 
autour  d'un  axe  fixe  , 
trouver  à quelle  distance 
de  cet  axe  une  quantité 
de  mouvement  qui  aurait 
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normalement  sur  un  point  d’une  ligne  passant  par  le  centre  d’inertie  et 

r • % t*  J*'*  m' J>' 1 «" -4- &c. 

perpendiculaire  a 1 axe  de  rotation  , a une  distance  — — - ; — - 

II  F a (m  -4-  m -4-  clc.J 

de  cet  axe , et  en  sens  contraire  de  la  rotation , fera  équilibre  à toutes 
les  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu. 

202.  Le  point  qu’on  vient  de  déterminer , se  nomme  centre  de  per- 
cussion. Sa  position  est  tout-à-fait  indépendante  des  puissances  qui 
agissent  sur  le  système  et  de  sa  vitesse  angulaire  : elle  est  uniquement 
donnée , comme  celle  du  centre  d’inertie , par  les  rapports  et  les  positions 
respectives  des  masses  des  molécules  qui  composent  ce  système. 

203.  Lorsqu’un  corps  pesant  tourne  autour  d’un  axe  horizontal 
immobile,  en  partant  d’une  position  donnée  où  sa  vitesse  initiale  était 
zéro , le  mouvement  de  chacun  de  ses  points  dilTère  de  celui  que  ce  môme 
point  aurait  s’il  oscillait  seul  autour  de  l’axe  immobile.  En  effet , la  vitesse 
angulaire  que  la  pesanteur  tend  à donner  aux  points  les  plus  près  de 
l’axe,  est  plus  grande  que  celle  qu’auraient  les  plus  éloignés  , art.  i 24; 
et  en  vertu  de  la  liaison  de  tous  ces  points , la  première  vitesse  est  ralentie 
et  la  seconde  est  augmentée.  11  existe  donc  nécessairement  un  point 
intermédiaire  dont  la  vitesse  n’est  ni  ralentie  ni  augmentée  : les  oscillations 
de  ce  point , supposées  libres , et  celles  du  corps  seraient  synchrones  , 
c’est-à-dire  , s’exécuteraient  dans  le  môme  temps. 

Le  point  dont  il  s’agit  s’appelle  centre  d oscillation.  Le  corps  oscillant 
prend  le  nom  de  pendule  compose',  lorsqu’il  est  soumis  à la  pesanteur. 

204.  La  vitesse  iniiiale  du  pendule  composé  étant  toujours  supposée 
nulle,  sa  vitesse  angulaire  lorsqu’il  aura  décrit  un  angle  6,  sera 

* = V[  —^rfcos.6  — cos./;]  ; 
et  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  est 

a*  -+-  A' 

e = 7 — * 

205.  Cette  valeur  de  t est  égale  à celle  trouvée  art.  201  pour 
la  distance  de  l’axe  de  rotation  au  centre  de  percussion  : mais  cette 
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NOTATION. 


a = la  distance  du  centre, 
d'inertie  à l’axe  de  rotation 


DEFINITIONS. 


47- 

Du  centre  de 
percussion. 


< = distance  de  l’axe  de 
suspension  au  centre  d’os- 
cillation. 

v = vitesse  angulaire. 
f = angle  initial  formé] 
par  la  verticale  menée  de] 
l’axe  de  suspension , et  par 
la  ligne  menée  du  même  axe| 
au  centre  d’inertie  du  corps 


==  angle  formé  au  bout] 
"temps  t par  les  mêmes 
lignes. 


1 04.. 

La  position  du  centre 
de  percussion  ne  dépend 
que  des  rapports  des  mas- 
ses et  des  positions  res- 
pectives des  molécules 
du  corps. 


48. 

Du  synchro- 
nisme. 

49. 

Du  centre  d’os- 
cillation d’un 
corps. 

50. 

Du  pendule 
[composé.  , 


THEO»  EMES. 


IOJ. 

Les  problèmes  du  cen- 
tre d’oscillation  et  du 


PROBLÈMES. 


pour  mesure  le  produit 
de  la  vitesse  absolue  du 
centre  d’inertie  par  la 
masse  totale  du  corps, 
ferait  équilibre  i toutes 
les  quantités  de  mouve- 
ment qui  ont  lieu  dans' 
le  système. 


141. 

Un  pendule  composé 
oscillant  autour  d’un  axe 
fixe  horizontal , trouver , 
«.o  Sa  vitesse  angu- 
laire lorsqu’il  a décrit  un 
angle  quelconque; 

2.°  La  longueur  dp 
pendule  simple  qui  fait 
ses  oscillations  dans  le 
meme  temps. 
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identité  tient  à ce  que  nous  avons  considéré  ici  la  question  sous  un 
point  de  vue  particulier  , en  supposant  que  les  puissances  qui  agissaient 
sur  le  corps , étaient  proportionnelles  chacune  à la  masse  de  la  molécule 
sur  laquelle  elles  agissaient  et  avaient  des  directions  parallèles.  En  faisant 
d’autres  hypothèses , nous  n'eussions  trouvé  pour  e ni  la  même  valeur , 
ni  même  une  valeur  constante.  En  effet , si  l’on  met  en  équation  le 
problème  142  , qui  présente  l’énoncé  le  plus  général  de  la  question  , 
on  trouvera 


d 

~Iÿ~ 


g.  (tcas.  8 — b co %.f)  . S (j>‘  m ) 
/[di.S  (vrm/] 


S(çrm)  étant  une  intégrale  définie  qui  doit  être  prise  dans  toute  l’é- 
tendue de  la  masse  AI.  Cette  intégrale  est  une  fonction  de  <p , qui  elle- 
même  peut  être  une  fonction  de  l’angle  décrit  0 ; et  dans  le  cas  où 
cette  dernière  relation  a lieu , l’équation  finale  est  de  la  forme 


~dïr 


a ( 1 coi.  i — b cos.  f ) 

77ü 


= o ; 


et  c’est  l’équation  polaire  de  la  courbe  cherchée , qui  donne  la  relation 
entre  le  rayon  vecteur  variable  t et  l’angle  décrit  0.  Or , dans  le  cas 
des  puissances  parallèles  et  proportionnelles  aux  masses  sur  lesquelles 
elles  agissent , qui  est  celui  dont  l’article  précédent  offre  la  solution  , 
ce  rayon  vecteur  a une  valeur  constante  , et  la  courbe  décrite  est  un 
cercle. 


206.  Après  avoir  examiné  les  circonstances  du  mouvement  autour 
d’un  axe  fixe  de  rotation  , il  faut  s’occuper  d’une  question  importante , tant 
par  les  applications  immédiates  qu’011  peut  en  faire , que  par  les  consé- 
quences qu’on  déduit  de  sa  solution  pour  les  recherches  relatives  au 
mouvement  de  rotation  autour  d’un  axe  libre  ; je  veux  parler  des  efforts 
que  supporte  un  axe  fixe  autour  duquel  tourne  un  corps  animé  d’une 
vitesse  et  sollicité  par  des  puissances  quelconques. 

Ces  efforts  peuvent  être  rangés  en  deux  classes  générales  ; la  première 
comprend  ceux  qui  sont  dus  à la  seule  vitesse  angulaire , ou  aux  forces 
centrifuges  qui  en  résultent  ; la  seconde  comprend  ceux  dus  à l’action 
des  puissances  appliquées  aux  différens  points  du  système. 


1 

' 
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PROBLÈMES. 

b = U distance  initiale  du 

centre  de  percussion  sont 

point  materiel  pesant  à l’axe 

en  général  de  nature  dif- 

de  suspension. 

férente  , quoique  don- 

« = la  distance  du  même 

nant  le  même  résultat 

point  au  même  axe,  au  bout 

dans  un  cas  particulier. 

du  temps  té 

x = la  vitesse  angulaire 

commune  du  corps  et  du 

■ 

142. 

point  matériel  , au  bout  du 

Un  corps  sollicité  par 

temps  t. 

des  puissances  quelcon- 

f = la  distance  angulaire 

ques  , étant  assujetti  à 

initiale  et  commune  du  point 

tourner  autour  d'un  axe 

matériel  et  du  centre  d'iner- 

horizontal  et  fixe,  tracer 

tie  du  corps , au  plan  vertical 

une  courbe  dans  le  plan  , 

passant  par  Taxe  de  suspen- 

vertical  et  perpendiculaire 

sion. 

à 1 axe  de  rotation  , où  se 

6 est  ce  que  devient  cette 

trouve  le  centre  d’inertie 

distance  au  bout  du  temps  t , 

de  ce  corps , telle  que  si 

en  sorte  que/* — 8 est  l’angle 

un  point  matériel  pesant 

parcouru  pendant  le  temps  r. 

tombe  librement  le  long 

S (yrm)  = la  somme 

de  cette  courbe , il  se 

des  momens  des  forces  mo- 

trouve  toujours  dans  la 

trices  imprimées  au  corps  par 

ligne  droite  menée  du 

rapport  à l'axe  de  suspension. 

centre  d inertie  du  corps. 

S ( j)1  rn)  = le  moment 

perpendiculairement  à 

d’inertie  du  corps  par  rapport 

l'axe  de  rotation.  Les 

à l’axe  de  suspension. 

vitesses  initiales  du  point 

g = la  force  accélératrice 

matériel  et  du  centre  d’i- 

de  la  pesanteur. 

nertie  sont  nulles. 

f \Jl.S(frm}  \ =zf(V- 

f est  le  signe  de  fonction. 

g S (J>'m)  = a. 

" 

• 

. X 
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Les  efforts  de  la  première  espèce  s’évaluent  aisément  par  ce  qui  a été 
dit  art.  198  ; on  connaît  leur  effet  à l’origine  et  à une  distance  a de 
l’origine  soit  dans  la  direction  unique  de  leur  résultante , soit  dans  deux 
directions  qui  fassent  un  angle  droit  entre  elles. 

Pour  évaluer  les  efforts  de  la  seconde  espèce , il  faut  d’abord  faire 
un  groupe  des  composantes  parallèles  à l'axe  de  rotation  , dont  l’effet  sur 
cet  axe  se  calcule  par  l’article  90  ; considérant  ensuite  les  composantes 
dirigées  dans  des  plans  perpendiculaires  à l’axe , on  décomposera  cha- 
cune des  forces  motrices  imprimées  dans  ces  plans  , en  deux  , dont  l’une 
soit  celle  qui  aura  lieu  , et  l’autre  celle  qui  sera  détruite.  D’après  la  liaison 
qui  existe  entre  les  parties  du  système,  la  première  composante  ne  pro- 
duira aucune  pression  sur  l’axe , et  la  seconde  le  pressera  comme  si  elle 
lui  était  immédiatement  appliquée;  c’est  donc  la  somme  de  ces  secondes 
composantes  qui  donne  l’effort  produit  sur  l’axe.  L’expression  de  cette 
somme  renfermant  et  les  forces  motrices  imprimées  aux  différens  points 
matériels,  et  celles  qui  auront  effectivement  lieu,  toutes  ces  forces  doivent 
être  comprises  dans  la  valeur  de  la  pression  totale  de  l’axe. 

Rassemblant  toutes  les  quantités  données  par  l’énumération  précédente , 
on  aura  pour  les  efforts  supportés  par  l’axe , qu’on  suppose  être  celui  des  ,v, 

t .°  Dam  le  sens  de  sa  direction ....A'; 

Idarn  le  sens  de  laxe^. . *Y  J { m [ *'y  — K^  — — (Pxcoi.fi  — P y cos.  a -+-  x*jr y — Kx  fj]  J — V 
dans  le  sens  de  l’axe  • . Z -h  »f{*  [v*  i — Ky ( Px  cos.  > — P jcos.  a a*  x^  — Kxy)\  J —Zt: 

yo  à une  ( P**n  parallèlement  à l’axe  y ~ S\m(Px  coi.fi  — Pycos.  a xy  — Kx  ÿ ) 

distance  a de  / 

Porigine  I le  pUn  *Z  parallèlement  à l’axe  £ -j-  S[m(Px  cos.  y — Pj_  cos.  a -+-  x4  x j — Kxy)  ) 

207.  Ainsi  tous  les  efforts  perpendiculaires  à l’axe  sont,  en  résultat , 

à l’origine V (Y î H—  Z ,') 

à une  distance  a de  l’origine ...  Y (Y  * -+-  Z*), 

dans  des  directions  qui  font  respectivement  avec  le  plan  des  xy,  des  angles 
Z Z 

dont  les  tangentes  sont  et  — 
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A',  Y et  Z sont  les  sommes 
des  composantes  respective- 
ment parallèles  aux  axes  des 
x , des_y  et  des  j. 

m = la  masse  d’une  mo- 
lécule quelconque  du  corps 
ou  du  système. 

k = sa  vitesse  angulaire. 

* • y et  j scs  trois  coor- 
données. 

P = la  puissance  qui  agit 
sur  elle. 

a , H et  y sont  les  angles 
que  la  direction  P fait  res- 
pectivement avec  les  axes  des 
x,  des_y  et  des  j. 

r = la  plus  courte  dis- 
tance entre  l’axe  de  rotation 
et  la  direction  de  P. 

j>  — distance  de  m à l’axe 
de  rotation. 

S fPmrûn.x.) 

À — . , , , t* 

&(t  m) 


Un  corps  de  forme  in- 
variable étant  assujctii  à 
tourner  autour  d’un  axe 
fixe , si  les  forces  motri- 
ces imprimées  aux  diffé- 
rentes molécules  de  ce 
corps  , dans  des  plans 
perpendiculaires  à l’axe , 
sont  chacune  décompo- 
sées en  deux,  dont  l’une 
soit  celle  qui  aura  lieu  , 
et  l’autre  celle  qui  sera 
détruite  ; d’après  la  liai- 
son qui  existe  entre  les 
parties  du  corps , la  pre- 
mière ne  produira  au- 
cune pression  sur  l’axe, 
et  la  seconde  opérera  sur 
lui  la  même  pression  que 
si  clic  lui  était  immédia- 
tement appliquée. 


i . H3* 

Trouver  la  valeur  de 
i tous  les  efforts  que  sup- 
porte un  axe  immobile 
. de  rotation  , tant  dans 
le  sens  de  sa  longueur, 
que  perpendiculairement 
, à sa  direction  et  à deux 
points  déterminés  pris 
sur  cette  direction  , 
lorsqu'un  système  de 
forme  invariable,  solli-J 
cité  par  des  puissances' 
et  animé  d’une  vitesse 
quelconques,  tourne  au- 
tour de  cet  axe. 


144. 

Trouver  les  quantités! 
et  les  directions  'des  rc-j 
sultantcs  de  ces  efforts. 
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208.  Il  faut  observer  dans  l’art.  206,  que  les  forces  X,  Y et  Z ne 

font  partie  que  des  ternies  qui  se  rapportent  à l’origine.  Si  l’axe  passait  par 
le  centre  d’inertie,  tous  les  termes  de  la  forme  A.S(my)  et  B,  S (mi) 
s’évanouiraient  ; et  si  de  plus  cet  axe  était  un  axe  principal , les  termes  de 
la  forme  C ■ S(mxy ) et  D . S(rnxz)  s’évanouiraient  aussi  ; et  il  ne  reste- 
rait plus  que  les  termes  qui  renferment  P,  c’est-à-dire  qu’on  aurait 

Y,  — Y — S | (x  cos.  /3  — y cos.  <x.)  J 

Z,  = Z — S | —■  (x  cos.  y — z cos-  *)  } 

Y = Y — Y.;  Z = Z — Z,. 

209.  Connaissant  les  efforts  que  supporte  un  axe  immobile,  qu’on 
suppose  être  celui  des  x,  autour  duquel  tourne  un  corps , il  n’est  pas  diffi- 
cile d’appliquer  à ce  corps  , des  puissances  de  l’action  desquelles  il  ne 
résulte  aucune  pression  sur  l’axe,  qui  pourra  ainsi,  au  premier  instant  de 
l’action  de  ces  puissances,  être  regardé  comme  libre.  La  vitesse  initiale 
étant  nulle,  on  av  = o;  et  comme  l’état  de  la  question  exige  nécessaire- 
ment qu’il  n’y  ait  pas  de  composantes  parallèles  à l’axe , on  a nécessaire- 
ment cos.  <*,  — o , sin.  et  = 1 , cos.  y — sin.  /S. 

Désignant  ensuite  par  Nt,  N*,  N' , N“  les  puissances  ou  forces  motrices 
cherchées,  c’est-à-dire,  faisant 

Nt  = S(^=^-Pm  cos.fi);  Nn  = Sf^~^-Pms\n.f3J 
N'  = S(  — ^ — Pm  cos.  0);  N“  = S(— ~ Pm  sin.  0) 

S(Prm)  „ 

“ 'r  ! rr  — ■ — A f 

S (t  m ) 

on  substituera  toutes  ces  quantités  dans  les  expressions  données  art.  20  6, 
qui  sont  les  valeurs  générales  des  efforts  supportés  par  l’axe  ; et  égalant 
ces  valeurs  à zéro , on  aura 


N,= 


K — xjjm]  _ M 

a 9 h 


A J*  [ ( a — x ) y m ] 
a 


jyi KS(tzm)  _ jy„  A' S (x)  m! 

Ces  équations  indiquent  que  toutes  les  forces  supposées  appliquées  à 
l’axe,  ne  font  aucun  effet  sur  cet  axe;  mais  elles  doivent  produire  une 
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DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

.+j. 

Appliquer  la  solution 
des  deux  problèmes  pré-1 
cédens , au  cas  où  l'axe  de 

rotation  est  un  axe  prin-f 
cipal  passant  par  le  centre 
d’inertie. 

146. 

Un  système  de  forme 
invariable  étant  assujetti' 
à tourner  autourd'un  axe 
libre  , trouver , t .*  Ici 

N,  et  N„  deux  puissance» 

puissances  qu'il  faut  lui' 

dirigées  dans  le  plan  des_yj 

appliquer  , pour  qu’au 

perpendiculairement  aux  axes 

premier  instant  de  l’ac- 

des  ^ et  dcs_y  respectivement 

lion  de  ces  puissances 

à des  distances  n , et  nH  de  l’o- 

( la  vitesse  initiale  étant 

rsgine. 

nulle),  l'axe  ne  sup- 

W'  et  N"  deux  puissances 

porte  aucun  ciTort  ; 

respectivement  parallèles  aux 
deux  premières  , dirigées 
dans  un  plan  parallèle  à celui 

• 

des^£,  à des  distances  n'  et  rT 
de  l’axe  des  x. 

1 
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rotation  initiale , et  elles  agissent  à de  certaines  distances  de  l’axe  : ce 
qui  donne  encore  l'équation . 

»,  *f  | (a  — x)  im  j h-  *„S\  (a  — ïïjjrm  ) -f-  n* S (*  \m)  -4-  n'  S ( xy  m ) = a. S (fxm). 

Le  problème  sera  résolu  , toutes  les  fois  qu’on  satisfera  aux  cinq  équa- 
tions précédentes.  On  voit  que  ce  problème  est  indéterminé  , puisqu’il 
contient  huit  inconnues  ; savoir  , quatre  puissances  et  quatre  distances , 
dont  trois  par  conséquent  sont  arbitraires. 

Si  l’on  suppose  que  l’axe  des  x,  ou  de  rotation,  passe  par  le  centre 
d’inertie  du  corps,  les  équations  précédentes  se  simplifient,  et  deviennent 


jy  — «■''(*  l")  , fl  — KS(xym)  _ K S (t  l*,)  . KS(iym) 

(ri  — n,)  S(xzm)  -4-  (n  — nJS(xym)  = aS(f  m). 
Mais  pour  faciliter  encore  davantage  les  calculs , on  peut  décomposer 
chaque  puissance  Nlt  Nh,  N1 , N" . en  deux  autres  , qui  lui  soient  pa- 
rallèles , et  dont  l’une  passe  par  l'origine  ; savoir  : 


Puissances 

décomposée*. 

i.k  COMPOSANTE. 

DISTANCE  A L’ORIGINE 
de  la  i.rc  composante. 

l-e  COMPOSANTE 
appliquée  k l'origine. 

N en 

p. 

p ■ 

Q, 

N„ 

p„ 

p„ 

IV' 

p • 

p' 

<?’ 

N' 

p~ 

p" 

Q- 

et  les  équations  précédentes  seront  remplacées  par  celles-ci  ; savoir: 


P,  - G,  - 
P„  ~d.- 

f = Q'  -h 
P’  = Q"  -t- 
*• Sff’m ) — 


S(Prm) 
a.S(px  m) 
S(Prm) 
a. S (px  m) 
S(Prm) 
a. S (px  m) 
S(Prm) 
a . S (p*  m) 
a. S (pxm) 
S(Prm) 


.S  (*l"J 

.S (* y m) 

.S 

.S  (ty  m) 


(“ih-t-diPii  -+*  Q'p'~ •-  Q" Y)  -H  (f'  — P.)  S (*l*)-\-(pP  —pj.  S(ny  mJ, 


On  tire  de  cette  équation  , 


S(Prm)  = 


o ■ «2, P.  Q,.r„  -H  Q!p'  Ç?f).S(9'm) 
(p, — p ')• s (•  i m)  ■+■  (Tm — p“) s (* / mJ  -+- « • J*  <p‘ 
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dans  laquelle  on  pourra  se  donner  arbitrairement  toutes  les  inconnues  qui 
entrent  dans  le  second  membre;  savoir  , Q/t  Q , Q' , Q" , p ( , p m,  p' , p"  ; 
au  moyen  de  quoi  la  somme  S (Pr  m)  sera  déterminée , et  les  quatre 
équations  précédentes  offriront  les  quatre  inconnues  Pt , P , P1 , P" , 
toutes  dégagées  et  exprimées  en  quantités  dont  on  a la  valeur. 

2 I O.  La  somme  S(Prm)  du  moment  étant  connue,  la  force  accélératrice 

d * S C Pr  m ) 

de  S ( j>'  m)  ^ 

sait , article  cité,  que  V est  la  vitesse  angulaire. 

2 I I . Les  questions  que  nous  venons  de  traiter , nous  fournissent  le 
moyen  de  résoudre  d'une  manière  très-simple  et  très-élégante  un  premier 
problème  sur  la  rotation  autour  d’un  axe  libre.  Voyc j son  énoncé,  n.°  1 47 , 
et  le  résultat  de  sa  solution , théorème  1 07. 


angulaire  naissante  l'est  aussi,  puisque,  art.  200,  on  a 


2 12-  Nous  pouvons  maintenant  traiter  le  cas  où  la  puissance  appliquée 
à un  corps  pris  dans  l’état  de  repos , est  donnée , et  où  l’on  cherche  la 
position  de  l’axe  autour  duquel  se  lera  la  rotation  initiale.  O11  supposera, 
comme  cela  est  permis , que  la  direction  de  la  puissance  est  perpendiculaire 
au  plan  xy , et  passe  par  l’axe  des  x à une  distance  h de  l’origine , et  que  le 
centre  d’inertie  est  à l’origine  des  coordonnées,  qui  se  trouve  par  conséquent, 
théorème  g 1 , être  un  des  points  de  l’axe  de  rotation  cherché.  Tout  cela 
posé , on  a 


tang.  0 = 


E co*.  » — F *in.  n 
A -+-  B 


tang.  « = 


£*  — (A  -4-  B ) ( B -+-  C) 


(A 


EF 


B)  D- 

force  accélératrice  angulaire  naissante  ", Cf*5.' 9 P. 

0 dt  S ( j>  m) 

Il  faut  observer  que  n a ici  un  signe  différent  de  celui  qu’on  lui  a donné 

art.  1 84  et  suiv.  Voyei  la  notation  ci  à côté. 
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NOTATION. 


P = puissance  appliquée 
perpendiculairement  au  plan 

*y • 

p = la  distance  du  point 
d’application  à l'axe  des  x. 


0 = angle  de  l'axe  de  ro- 
tation et  du  plan  xy. 

h = angle  de  la  projection 
de  l'axe  de  rotation  sur  le 
plan  xy  et  de  l'axe  des  x , 
l’axe  de  rotation  étant  sup- 
posé passer  dans  la  région 
des  x , £ positives  ct^y  néga- 
tives. 

A,  B , Cj  D,  E et  F ont 
la  même  signification  qu'à 
l'art,  t 84.. 

Pz=.  la  puissance  donnée 
dont  la  direction  , perpendi- 
culaire au  plan  xy,  rencontre 
l'axe  des  x à une  distance  h 
de  l'origine. 


1 6 9 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


lO/. 

Le  centre  d’inertie  d'un 
corps  se  trouvant  à l'o- 
rigine des  coordonnées , 
et  donnant  au  plan  xy 
une  position  telle  qu'on 
ait  S ( x^m)  =r  o , si 
l'on  mène  dans  ce  plan  , 
à partir  de  l’origine,  une 
ligne  droite  faisant  avec 
l’axe  des  x un  angle  dont 
S (f1  m) 

la  tangente  = — -, 

S(xym) 

et  qu'on  applique  deux 
puissances  égales  dont  la 
valeur  est  absolument  ar- 
bitraire , dirigées  en  sens 
contraire  et  perpendicu- 
laires au  plan  xy , l’une 
à l’origine,  l'autre  à un 
point  quelconque  de  la 
ligne  dont  il  s'agit , la 
rotation  initiale  du  corps 
se  fera  autour  de  l’axe 
des  x.  La  force  accéléra- 
trice angulaire  naissante 

I P* 

aura  pour  valeur  — — — — ;• 

v S(f'w) 


*•*  La  force  accélé- 
ratrice angulaire  nais- 
sante. 

1 +7- 

Trouver  deux  forces 
dont  l'une  appliquée  au 
centred’inertied’un  corps 
de  figure  invariable  et 
l’autre  à un  point  con- 
venable , donnent  à ce 
corps  une  rotation  ini- 
tiale autour  d’un  axe 
libre  donné  de  position  ; 
et  déterminer  la  force 
accélératrice  angulaire 
naissante. 

14.8. 

Un  corps  de  forme 
invariable  et  en  repos 
étant  sollicité  par  une 
puissance  quelconque,  et 
supposant  qu'une  puis- 
sance égale  et  dirigée  en 
sens  contraire,  dans  une 
parallèle  à la  direction 
de  la  première , soit  ap- 
pliquée au  centre  d'iner- 
tie, trouver  l’axe  autour 
duquel  se  fera  la  rotation 
initiale  , et  déterminer; 
la  vitesse  angulaire  nais- 
sante. 

I 

Y 
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2 I 3.  Quelques  considérations  pourraient  faire  penser  que  l’axe  de 
rotation  doit  être  perpendiculaire  au  plan  passant  par  le  centre  d’inertie 
et  par  la  direction  de  la  puissance , ou  tout  au  moins  se  trouver  dans  le 
plan  xy  d’après  la  position  que  nous  avons  donnée  à ce  plan.  Mais 
cette  propriété  n’appartient  qu’à  des  cas  particuliers,  et  lorsqu’une  cer- 
taine équation  de  condition  a lieu,  équation  qu’on  trouve  en  faisant  6=0  ; 

£ 

ce  qui , pour  la  valeur  ci-dessus , donne  tang.  n =zz  — ; une  autre  valeur 
de  tang.  0 c'  (°y  1 *'"•  " — fournie  par  l’analyse  du  problème, 

donne  tang.  » = — — — ; d’où  on  tire  ultérieurement , en  égalant 

les  deux  valeurs, 

ED  — f—  (B  -+-  C)  F = o , 

équation  de  condition  cherchée. 


2 1 4..  L’axe  dont  nous  venons  de  déterminer  la  position , a une  pro- 
priété très-remarquable  : il  est,  de  tous  ceux  autour  desquels  on  pourrait, 
en  les  fixant  et  au  moyen  de  la  puissance  donnée , faire  tourner  le  corps, 
celui  pour  qui  la  somme  des  forces  vives  élémentaires  ou  naissantes  est 
un  minimum.  On  déduit  de  cette  propriété , une  solution  du  problème 
plus  simple  que  la  précédente  ; et  voici  les  valeurs  qu’elle  fournit , en 
supposant  que  les  axes  des  coordonnées  sont  des  axes  principaux  : 
et  observant  qu’ici  la  direction  de  la  puissance  sollicitante  ne  peut  être 
supposée  ni  couper  l’axe  des  .v , ni  perpendiculaire  au  plan  x. 

a‘  . 

tang.  >1  — — cos.  J' 

a «■  i'fYeos.J'  — Xïm.fJ  (Ycoi.J^  — X lin  /;  tin,  , 

k"  Z câ  Z{  a+co*/  / -t-  S*  si  n.' J [ Z f*  cos./1 

é K c os.  J — X sin.  J')  aa  cos.  » 

Z c‘  lin.  / * 


r , . 1 . . </*  h ZiY^cos.*  /■  -f-  i*s\n.’/,J 

force  accélératrice  angulaire  naissante = 1 . 

6 d I AU‘i‘  COS.J 

Nous  verrons  bientôt  une  autre  solution,  très-élégante,  de  ce  problème. 


2 I 5.  Après  avoir  considéré  l’action  d’une  puissance  sur  un  corps 
libre  pris  dans  l’état  de  repos,  il  faut  examiner  les  changemens  produits 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

»+9- 

Dans  l’hypothèse  du 
problème  précédent, dé- 
terminer les  cas  où  l’axe 
de  rotation  sc  trouvera 

dans  un  plan  perpendi- 
culaire à la  direction  de 

• 

la  puissance. 

108. 

I $o. 

8 et  » ont  la  mime  valeur 

Une  puissance  étant 

Résoudre  le  problème 

et  l'axe  de  rotation  la  même 

appliquée  à un  corps  en 

r^.8,  en  partant  de  la 

direction  qu’à  l’art.  212. 

repos , l’axe  passant  par 

propriété  énoncée  dans 

le  centre  d’inertie  autour 

le  théorème  108. 

S'  ■=  angle  de  l'axe  de*  x 

duquel  se  fera  la  rotation 

et  de  la  ligne  passant  par  l’o- 

initiale , est  celui  par  rap- 

rigine  et  par  le  point  où  1a 

port  auquel  la  somme  des 

direction  de  la  puissance  ren- 

forces  vives  élémentaires 

contre  le  plan  xy. 

ou  naissantes  est  un  mi- 

X,  Y et  Z sont  les  com- 
posantes de  la  puissance  sol- 
licitante respectivement  pa- 
rallèles aux  axes  des  x , y 

nimum . 

et  x.. 

Ai  = la  masse  totale. 

Les  momens  d’inertie  par 
rapport  aux  axe*  dea  x , y et  j 
sont  respectivement  a1  m, 
b'  M et  c‘  M. 

■S*- 

Un  corps  libre , de 
forme  invariable  , qui 

Y 2 
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dans  la  position  d’un  axe  libre  de  rotation  , et  dans  la  vitesse  angulaire  , 

lorsqu’un  corps  qui  tourne  autour  de  cet  axe  avec  une  vitesse  finie , 

reçoit  l’impulsion  instantanée  d’une  puissance  donnée  en  quantité  et  en 

direction. 

On  connaît , par  l’état  de  la  question , la  position  de  l’axe  actuel  de 
rotation  ; et  par  les  formules  des  articles  212,  2 1 3 et  2 1 4 , on  peut  déter- 
miner l’axe  autour  duquel  la  puissance  ferait  tourner  le  corps  si  elle  Je 
prenait  dans  l’état  de  repos.  De  plus , les  deux  axes  se  coupent  au  centre 
d’inertie  ; on  connaît  donc  et  l’angle  qu’ils  forment  entre  eux  , et  la  posi- 
tion du  plan  dans  lequel  ils  se  trouvent.  C’est  dans  ce  même  plan  que  se 
trouvera  le  nouvel  axe  de  rotation  dont  la  direction  fera,  avec  l’axe  primi- 
tif, un  angle  qui  a pour  valeur 

ü r/fsin.  s 
" = — 

et  la  variation  de  la  vitesse  angulaire  sera 

2 qdt  cos.  S. 

2 1 6 ■ Mais  les  puissances  appliquées  à un  corps  qui  tourne  autour 
d’un  axe  libre , avec  une  vitesse  finie , ne  sont  pas  les  seules  causes 
qui  dérangent  la  position  de  cet  axe  ; les  forces  centrifuges  produites 
par  la  vitesse  , peuvent  seules  en  changer  la  position  et  la  changent 
réellement  , indépendamment  de  toute  action  extérieure  , à moins  , 
art.  1 98  , que  l’axe  de  rotation  ne  soit  un  axe  principal. 

11  est  donc  nécessaire  de  connaître  les  effets  produits  par  les  seules 
forces  centrifuges  ; or , en  réduisant  leur  action  à celle  de  quatre  puis- 
sances appliquées  et  perpendiculaires  à l’axe  actuel  de  rotation  , dont 
deux  perpendiculaires  entre  elles  ont  un  point  de  leur  direction  au  centre 
d’inertie,  les  deux  autres , aussi  perpendiculaires  entre  elles , agissent  à une 
distance /du  centre  d’inertie  , on  trouve,  en  plaçant  l’origine  au  centre 
d'inertie  , et  prenant  les  axes  principaux  pour  axes  des  coordonnées,  que 
ces  deux  dernières  puissances  ont  pour  valeur , 

la  première  parallèle  au  plan  xy . . . — coi.  9'  un.  »'  coi.  »'  (*‘  — i‘j  m; 
la  seconde  agissant  dans  un  pian 

H* 

perpendiculaire  au  pian  xy — lin.  9'  coi.  9'  /Vcoi.*  i'ùn.'  * —t')  fil. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

T H £0  R ÈMES. 

PR  OBIÈMES. 

<*>  = variation  angulaire 

tourne  avec  une  vitesse 

de  la  position  de  l'axe  de 

sngulaire  finie  autour 

rotation  dans  le  plan  qui  passe 

d’un  axe  passant  par  son 

par  les  axes  de  rotation  ac- 

centre  d’inertie  , étant  , 

tuclle  et  virtuelle. 

à un  instant  déterminé, 

1 = angle  formé  par  les 

sollicité  par  une  force 

deux  axes  de  rotation  actuelle 
et  virtuelle. 

donnée,  qui,  si  le  corps 
était  en  repos , le  ferait 

27  = force  accélératrice 

tourner  autour  d’un  autre 

angulaire  virtuelle  par  rap- 

axe  passant  aussi  par  le 

port  à Taxe  autour  duquel 

centre  d’inertie , trouver 

la  puissance  commencerait  à 

le  changement  momen- 

faire  tourner  le  corps  s’il  était 

fanée  qui  se  produit  dans 

en  repos. 

la  position  du  premier 
axe  et  dans  le  mouve- 
ment de  rotation. 

ija. 

8'  = angle  de  l’axe  de  ro- 

Un  corps  tournant  avec 
une  vitesse  angulaire 
finie  autour  d’un  axe 
libre  dont  la  position 
est  donnée  par  rapport 
aux  axes  principaux  qni 
se  coupent  au  centre  d’i- 

nertie  , déterminer  les 

tation  actuel  et  du  plan  xy. 

n'  = angle  de  Taxe  des  x 
et  de  la  projection  sur  le  plan 
xy  de  l’axe  actuel  de  rotation 

forces  qui,  en  vertu  de 
cette  seule  vitesse  angu* 
Jaire  , tendent  à changer 
la  position  de  l’axe  actuel 

qui  est  dirigée  dans  la  région 
des  x , y et  ç positives. 

de  rotation, 

M = la  masse  du  corps. 

a*  M , b'  M et  c*  M sont 
les  niomens  d’inertie  amour 
des  axes  des  x , des^  et  des 
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2 I 7.  Ces  deux  forces  connues , pour  connaître  autour  de  quel  axe 
elles  feraient  tourner  le  corps  si  elles  le  prenaient  dans  l’état  de  repos  , 
on  appliquera  à leur  résultante  les  formules  de  l’art.  214,  déduites  de  la 
propriété  que  la  somme  des  forces  vives  naissantes , autour  de  cet  axe  , 
doit  être  un  minimum  ; et  comme  cette  résultante  est  dirigée  perpendi- 
culairement et  appliquée  à une  ligne  (l’axe  actuel  de  rotation)  passant 
par  l’origine , et  dont  la  position  est  donnée  par  les  angles  6'  et  «' , il 
fout  introduire  ces  angles  dans  les  formules  afin  d’avoir  les  positions 
respectives  des  axes  actuel  et  virtuel.  On  trouve  en  conséquence , les 
axes  des  coordonnées  étant  les  mêmes  que  dans  l’article  précédent , 


tang.  w — 
tang.  fi  = 


a*  ( a * — e* ) cos. 

T~  ' "(è*  — *' 

tin.  ir'  coi.  f'iin.  h (a*  — b l)  b * 
c*  ( a*  — c* ) $in.  ÿ 


et  la  vitesse  angulaire  naissante  qui  aurait  lieu  autour  de  l’axe  dont  on 
vient  de  déterminer  la  position 

J*  **  (a*  — b* ) i\n.  n' co%.  nf  cot.k  ÿ 

dt  c**in.  g ' 


On  ne  donne  ici  qu’une  valeur  des  quantités  n , fi  et  ; mais 

l’analyse  du  problème  en  fournit  plusieurs  autres,  qui  ont  des  formes 
plus  ou  moins  simples  et  commodes  pour  le  calcul. 

Si  on  substitue  aux  angles  6'  et  r!  les  angles  aJ  , et  y'  formés  par 
la  même  ligne,  respectivement  avec  les  axes  des  x,  y,  et  j,  et  qu'on  fasse 

n = /(<>♦  i*  S'Væoi.**'  cos.*  &' (a'—cy  COJ.* «'  i*  f*  fl‘  — c*)  COI.*#' COJ.*>q, 

on  aura 

a * (a%  — t k ) coi.  a.* 

tang.  « — — • 7,.— 7 co-$> 

* a*  b1  (a*  — 44/cos.  *' COt. 


OU 


s»  ak  b*  (si*  — b * } coi.  *'  cos.  (bf 

tang.  7 cos.  y V[a+  ( a 4 — ck  )k  cos.J  a'  b 4 (b*  — ck  ) cos.4  jft'  J 

*' a 

d t a 4 bk  ck  * 


tt  en  substituant  aux  angles  ti  et  0 les  angles  et,  /3 , y avec  les  axes 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈME  S. 

PROBLÈMES. 

6 = l'angle  formé  par  le 
plan  xy  ec  par  l’axe  autour 
duquel  des  puissances  équi- 
valentes aux  forces  centri- 
fuges feront  tourner  le  corps 
dans  le  premier  instant  de 
leur  action  , la  vitesse  initiale 
étant  nulle. 

n = l’angle  formé  par 
l’axe  des  x et  par  la  projec- 
tion sur  le  plan  xy  de  l’axe 
ci-dessus  mentionné. 

a , b et  c ont  1a  même  si- 
gnification qu’à  l'art.  216. 

• 

■5Î- 

Etant  données  par  la  50-  ! 
lotion  du  problème  pré- 
cédent, tes  résultantes  des 
efforts  produits  sur  l'axe 
actuel  de  rotation  par  les 
forces  centrifuges,  trou- 
ver autour  de  quel  axe 
des  puissances  représen-' 
tées  par  ces  efforts , corn-! 
menceraient  à faire  tour- , 
ner  le  système , si  elles 
agissaient  sur  lui  avant  ' 
qu’il  eût  aucun  mou- 
vement. 

Trouver  en  outre  la 
force  accélératrice  an-! 
gulaire  naissante  qui  au- 
rait lieu  dans  cette  hypo- 
thèse. 
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des  je,  y et  j,  on  a 

COS.  fit 


c*  fb'  — €*)  coj.  & coi. 


COS.  (i  Z = 


cos.  y = 
J* 
d t 


ci 

— /j*  r*  /ia"  — f V coj.  A'  co*.  y* 

n 

a*  b'  (a*  — b1)  coj.  *'  coj.  3' 
ft 

— w ^<1*  — COJ.  *'  COJ.  >' 

i*  COJ.  3 


2l8.  La  connaissance  de  l’effet  que  des  puissances  équivalentes  aux 
forces  centrifuges  produiraient  sur  un  corps  en  repos , fournit  le  moyen 
de  déterminer  l’effet  quelles  produisent  effectivement  tant  sur  la  po- 
sition de  l’axe  de  rotation , que  sur  la  vitesse  angulaire.  Imaginant  une 
sphère  dont  le  centre  d’inertie,  qui  est  en  même  temps  l’origine  des 
coordonnées , soit  le  centre , et  faisant  passer  un  grand  cercle  par  l’axe 
des  1 et  l’axe  de  rotation  actuel , le  grand  cercle  dans  lequel  se  trouvera 
l’axe  de  rotation  varié , fera  avec  le  premier  un  angle  dont  la  tangente 
sera 

c*  coj.  y*  ( a*  fa*  — c*)  co  s.**'  b*  ( b * — c*)  coi.*  & ) 

1 * * fa*  — b*)  co*.  et'  coj.  3'  { a*  b*  — fa*  — c*)  fb*  — c*)  coj.*  ÿ j * 

la  variation  de  l’angle  formé  par  l’axe  des  x et  par  la  projection  de  l’axe 
de  rotation  actuelle  sur  le  plan  xy , sera 

n.°  2 . . . ~7~Tt — • — r • (“Y**  — Jcos.'o.'  + i1  {i'  — c‘ ) co«.*  /&'  J ; 

i a b sin.  y 


la  variation  de  l’angle  formé  par  l’axe  de  rotation  actuelle  et  par  le 
plan  xy , sera 


n.°  3 


*<ti 

a a*  b*  c * 


cos.  ol'  cos.  3' 
jin.  y ' 


. (a*  - b*)  [a*  b* 


fa*  - c*)(b*  - iVcofcV)  ; 


et  la  variation  de  la  vitesse  angulaire  sera 

\%*  fa*  — b*)  (a1  — c*)(b*  — t*)  coj.  *'  coj.  &'  cos.  y* 

n.  4.  . . • 777 


219.  Quels  que  soient  maintenant  l’espèce  et  le  nombre  des 
puissances  qui  sollicitent  un  corps  en  mouvement  autour  d’un  axe  libre  , 
on  a pour  chacune  de  ces  puissances  en  particulier , quantité  correspon- 
dante à celle  n.°  i de  l’article  précédent, 

»in.  fn  -4-  n ) 

un.  y'  ung.  g — coj.  ÿ cos.  f*  -4-  H* J * 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

a'  ,fb'  et  y'  ront  les  angles 
formés  par  l'âne  de  rotation 
actuelle  et  par  les  axes  des  x , 

y e«  Ç- 

* 

- 

M4» 

Un  corps  qui  n’est 
soumis  à l’action  d’au- 
cune puissance,  tournant 
avec  une  vitesse  angu- 
laire finie  autour  d'un 
axe  libre  quelconque  qui 
passe  par  son  centre  d’i- 
nertie , et  qui  n’est  point 
un  axe  principal  , trou- 
ver la  variation  qui  ré- 
sulte des  forces  centri- 
fuges , tant  dans  la  po- 
sition de  i’axc  de  rota- 
tion que  dans  la  vitesse 
angulaire. 

Les  quantités  angulaires 
accentuées  sc  rapportent  à 

Un  corps  étant  en 
mouvement  autour  d’un 
axe  libre  quelconque  , 
trouver  les  variations 
produites  tant  dans  la] 
position  de  l’axe  de  ro-j 

Digitized  by  Googli 


Iy8  COURS  DE  MÉCANIQUE,  ' 

variation  correspondante  à celle  n.‘  2 de  l’article  précédent , 

q J i sin.  ( * -4-  n*)  cos.  9 

v .*  sir»,  y'  > 

variation  correspondante  à celle  n.°  j, 

J sin.  y'  sin.  0 — cos.  •/  cos.  0 cos.  (*  rf)  J ; 
variation  correspondante  à celle  n.e  q. , 

iq  Ht  J sin.  y cos.  0 cos.  (m  -f-  rf ) -4-  cos.  y'  sin.  0 ). 
Substituant  dans  ces  expressions  les  valeurs  de  0'  et  de  *'  qui  sont  données 
dès  qu’on  connaît  la  position  de  l’axe  autour  duquel  se  ferait  la  rotation 
initiale,  si  la  puissance  attaquait  le  corps  dans  l’état  de  repos,  on  aura 
les  variations  en  quantités  toutes  connues  ; on  fera  les  sommes  des  varia- 
tions de  même  espèce  (celles  de  différentes  espèces  étant  indépendantes) , 
et  on  aura  les  variations  totales. 

2 20.  Les  formules  données  depuis  l’article  183  , renferment  tout  ce 
qui  est  nécessaire  pour  déduire  de  la  connaissance  des  puissances  qui 
agissent  sur  un  système  libre , les  diverses  circonstances  de  son  mouve- 
ment , et  réciproquement  ; celles  qu’on  pourrait  y ajouter  pour  calculer  les 
changemens  instantanées  de  situation  d’un  corps,  résultant  des  changemens 
de  position  de  l’axe  libre  de  rotation  et  de  la  variation  de  la  vitesse  angu- 
laire, sont  une  affaire  de  pure  géométrie;  en  sorte  qu’au  moyen  de  la 
théorie  précédente , la  solution  de  différens  cas  du  problème  général  du 
mouvement  d’un  corps  ne  dépend  plus  que  de  la  géométrie  et  du  calcul 
intégral.  Cependant  la  marche  que  nous  avons  suivie , n’est  pas  celle 
qui  conduit  le  plus  directement  au  but;  et  Euler,  après  avoir,  dans 
sa  Mécanique  des  corps  durs , analysé  avec  beaucoup  de  détail  les 
questions  que  nous  venons  de  traiter , et  plusieurs  autres  qui  y sont 
relatives,  reprend  le  problème  en  entier,  dans  son  quinzième  livre,  où 
il  expose,  avec  une  clarté,  une  élégance  et  une  généralité  qui  ne 
laissent  rien  à desirer  , toute  la  doctrine  du  mouvement  d’un  corps 
sollicité  par  des  puissances  quelconques.  Je  donnerai  bientôt  le  résultat 
de  la  théorie  consignée  dans  ce  quinzième  livre  , qui  est  vraiment  un  chef- 
d’oeuvre  d’analyse  mécanique;  mais  à l’exemple  d’ Euler  qui  lui-même  n’a 
envisagé  le  problème  sous  le  point  de  vue  le  plus  général , qu’après  avoir 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

l'axe  de  rotation  actuel  , 
et  les  mêmes  quantités  non 
accentuées  se  rapportent  à 
l'axe  autour  duquel  la  puis- 
sance qu’on  considère  , com- 
mencerait à faire  tourner  le 
corps  si  elle  lui  était  appli- 
quée dans  l'état  de  repos  ; 
le  tout  en  conservant  les 
significations  données  à a , 
&,  y,  » et  5 dans  les  articles 
précédent. 

tation  , que  dans  la  vi- 
tesse angulaire  en  vertu 
de  toutes  les  causes , de 
quelque  espèce  qu’elles 
soient,  qui  peuvent  pro- 
duire ces  variations. 

1 

Z i 
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traite  séparément  et , pour  ainsi  dire,  épuisé  toutes  les  questions  parti- 
culières qui  y conduisent  , j’ai  cru  devoir  commencer  par  ces  questions 
particulières  qui  présentent  tout  ce  qui  est  relatif  aux  efforts  que  supporte 
un  axe  quelconque , aux  conditions  nécessaires  pour  qu’il  n’en  supporte 
aucun',  aux  changemens  produits  dans  la  position  d’un  axe  libre  de  rotation 
et  dans  la  vitesse  angulaire , par  toutes  les  causes  qui  peuvent  influer  sur  le 
mouvement,  &c.  Les  solutions  de  ces  questions  particulières  sont  faciles  à 
concevoir , sur-tout  pour  les  jeunes  gens  qui  ont  fait  des  études  de  stéréo- 
tomie ; et  elles  n’ont  d’embarrassant  que  la  longueur  des  calculs.  Le  pro- 
blème général  ne  présente  ensuite  aucune  difficulté;  je  vais  en  donner 
deux  solutions , dont  la  première  a l’avantage  de  ne  pas  exiger  qu’on 
connaisse  d’avance  la  théorie  des  axes  principaux.  On  trouvera  À la  fin 
de  l’Hydrostatique  , une  application  importante  qu’on  en  a faite  aux 
oscillations  des  corps  ffottans. 


22  1.  Quels  que  soient  le  mouvement  actuel  d’un  corps  et  les 
puissances  qui  le  sollicitent , les  sommes  des  forces  motrices  qui  ont 
effectivement  lieu  , sont,  en  rapportant  l’origine  des  coordonnées  x' , 
y et  i à un  point  fixe. 


*)■  S(-Qm). 


Or , les  sommes  des  forces  motrices  imprimées  parallèlement  aux  mêmes 
axes  étant  X,  Y et  Z;  si , d’après  le  théorème  87  , on  décompose  chaque 
force  motrice  imprimée  à chaque  molécule,  en  deux,  dont  l’une  soit  celle 
qui  aura  effectivement  lieu , on  trouvera  que  les  six  équations  d’équi- 
libre de  l'article  1 3 6 doivent  s’appliquer  aux  forces 


ce  qui  donne 

X-S(^-m)  = o-,Y-  S(^rm)  = o,Z-S(^m)=o 
(Yi)  — (Z/)  = Z’m)  — S(^ry'm) 

(Xi)  — (Zx')  = S(^rim)  — S(^x'm) 

(X/)  — (Yx)  = S(—^r  y m)  — S(^-x'm). 
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NOTATION. 


* ' y * Z‘  coordonnée* 

rapportée*  à un  point  fixe 
qui  déterminent  au  bout  du 
temps  t la  position  d'une 
molécule  quelconque  m du 
corp*. 

Les  expressions  de  la  forme 

(xi)  • [ xz«)  > &c-> in- 
diquent les  sommes  des  mo- 
mens  par  rapport  aux  axes 

!<J«  df*  > y. 

et  prises  dans  la  même 
acception  qu’à  l'art.  149* 
x,  y et  Z ,ont  lc$  coordon- 
nées du  centre  d’inertie , rap- 
portées au  même  point  fixe 
que  x',y  et 

*„  » y„ et  z* sont  k*  coor~ 

données  d'un  point  quelcon- 
que , rapportées  aux  axes  pas- 
sant par  le  centre  d’inertie. 

p = le  poids  absolu  de 
la  molécule  m à la  surface  de 
la  terre. 

P = le  poids  absolu  de 
la  masse  entière  M . 

g = la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur. 


DEFINITIONS.  THEOREMES. 


P R OBL  EM  ES. 


156. 

Un  corps  qui  t un 
mouvement  actuel  étant 
sollicité  par  des  puissan- 
ces quelconques,  trou- 
ver les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement, 
en  rapportant  l'origine 
des  coordonnées  à un 
point  fue. 
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Les  intégrales  doivent  être  prises  dans  toute  l’étendue  du  système. 


222.  Faisons  passer  par  le  centre  d’inertie,  des  axes,  mobiles  avec  le 
corps , mais  constamment  parallèles  aux  axes  fixes  auxquels  se  rapportent 
les  équations  ci-dessus,  on  aura 

*'  = * -+-  xK,  / = y -H  y„.  t = z *+-  Z„: 
ensuite  x , y et  j,  qui  se  rapportent  à un  point  unique  du  système,  seront 
constantes  relativement  au  signe  S qui  ne  porte  que  sur  les  quantités 
variant  d’un  point  à l’autre.  Ces  considérations  , jointes  aux  propriétés  du 
centre  d’inertie  , exposées  art.  159,  donnent  les  équations  suivantes  , qui 
remplacent  celles  de  l’art.  221; 


X — 


s, 

~dir 


M—  o , Y— 


*'y 

d? 


M=  o,  Z — 


dt‘ 


M — 


(Y Z„)  - (ZyJ  = S(ï±-im)-S(%-y„m) 
(XZJ  - (ZxJ  = J 74?  l.”)-S(-T7-*.m) 

(XyJ  - (T* J = _ S( ^ Xmm). 

Les  trois  dernières  peuvent  6e  mettre  sous  la  forme 

-1 1 r • ‘ty  — y* J t.J  | 

(XlJ  — (Z, J = --^1. 

S\r-‘i(y„d*„  — *„dy„)  | 

"*  g if 


(YlJ  — (ZyJ 


(XyJ  — (YzJ 


On  peut  à 
I et  m subsumer 

r 


M 

P 

S 


"■  223.  Ces  équations  ont  l’avantage  important  d’offrir  séparément  ce 
qui  est  relatif  au  mouvement  du  centre  d’inertie , et  ce  qui  concerne  le 
mouvement  de  rotation  autour  de  ce  centre.  On  voit  par  les  trois  pre- 
mières , que  le  centrç  d’inertie  se  meut  de  la  même  manière  que  si  toute 
la  masse  du  corps  y était  concentrée  et  que  toutes  les  puissances  y fussent 
appliquées  parallèlement  à leurs  directions  ; par  les  trois  dernières , que 
la  rotation  autour  du  centre  d’inertie  a lieu  comme  si  ce  centre  était  fixe. 


224.  Il  peut  être  et  il  est  même  souvent  nécessaire  d’introduire 
dans  les  équations  du  mouvement , les  angles  décrits  par  le  corps  autour 
du  centre  d’inertie  ; nous  allons , en  conséquence , donner  des  formules 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


IO9. 

L’indépendance  du 
mouvement  de  transla- 
tion du  centre  d’inertie 
et  de  celui  de  rotation 
autour  de  ce  centre , é 
noncée  dans  le  théo- 
rème 91,  se  déduit 
immédiatement  des  é- 
quations  générales  du 
mouvement , données  par 
la  solution  du  problème 
156. 


PROBLEMES. 


*57- 

Résoudre  le  même  pro- 
blème en  rapportant  l’o- 
rigine des  coordonnées 
à trois  axes  passant  par 
le  centre  d’inertie  , et  par 
conséquent  mobiles  avcc^j 
le  corps,  mais  constam- 
ment parallèles  i trois 
lignes  de  position  fixe  ; ' 
ces  dernières  lignes  étant 
les  axes  des  coordonnées 
du  centre  d’inerlic. 
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pour  exprimer  en  fonctions  de  ces  angles  les  coordonnées  xu , yu  et  z, 
rapportées  au  centre  d’inertie. 

On  suppose  qu’un  point  du  système  dont  les  coordonnées  primitives 
sont  xl,yl  et  z,<  décrive, 

i.°  Un  angle  <r  autour  de  l’axe  des  en  s’éloignant  du  plan  xj,  et 
s’approchant  du  plan  y j ; 

2.0  A partir  de  l’extrémité  de  l’arc  précédent,  un  second  angle  <p 
autour  de  l’axe  des  x , en  s’éloignant  du  plan  xy , et  s’approchant  du 
plan  xi  ; 

■ 3.0  A partir  de  l’extrémité  de  l’arc  précédent,  un  troisième  angle  t 
autour  de  l’axe  des  y , en  s’éloignant  du  plan  xy , et  s’approchant  du 
plan  yi; 

Et  soient  xu , y a et  z„  les  coordonnées  du  point  après  qu’il  a décrit  ces 
trois  angles,  on  aura 

sH  r=  cos.  r (x,  cos.  r — yt  sin.  9)  — sin.  r | cos.  f sin.  9 (xt  sin.  r y,  cos.  wj\ 

ym  = cos.  ? (x,  sin.  x yt  cos.  x)  — & sin.  p 

sin.  r (xt  cos.  r — y,  sin.  x)  cos.  t ( ^ cot.  <p  -4-  sin.  $ (xt  sin.  *■  -4-  y,  cos.  x)  J. 

225.  Il  faut  remarquer  lorsqu’on  aura  à différencier  ces  valeurs 
de  x«>  y„  et  2»'  qu’on  fera  une  opération  de  calcul  qui  se  rapporte  au 
chemin  que  fait  une  même  molécule  en  passant  d’un  point  qui  a xm  , 
y et  Pour  coordonnées , au  point  infiniment  voisin  ; on  ne  doit 
donc  dans  cette  opération  de  calcul , considérer  comme  variables  que 

les  arcs  <r , <p  et  t que  décrit  cette  molécule , et  on  doit  traiter  comme 

constantes  les  coordonnées  x, , y,,  z,  de  son  point  de  départ.  Mais 
lorsque  ces  quantités  ainsi  différenciées  sont  sous  le  signe  S,  ce  signe 
Indique  qu'il  faut  prendre  , dans  toute  l’étendue  du  corps , la  somme  de 
toutes  les  quantités  pareilles,  c’est-à-dire  qu’en  nommant  il' , il", il"',  &c. , 
ce  que  les  différenciations  précédentes  ont  donné  , respectivement  , pour 
les  molécules  n.°  i , n.°  2 , n.°  3 , &c. , le  signe  S indique  qu’il  faut 
prendre  la  somme  il'  H—  il"  — t—  il"'  -4-  &c.  Or , dans  le  passage  de  il' 
à il"  , <r  , <p  et  t , et  les  quantités  qui  en  dépendent , ne  varient  point , 
puisqu’elles  sont  les  mêmes  pour  chaque  molécule  ; mais  x, , y t et  zt 
varient , parce  quelles  dépendent  des  positions  respectives  de  ces  molé- 
cules : c’est  donc  x , , y,  et  j,  qu’il  faut  considérer  comme  variables  dans 
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l’opération  de  calcul  qu’indique  le  signe  J,  sous  lequel  <r , <p , t et  les 

quantités  qui  en  dépendent  doivent  être  regardées  comme  constantes. 

226.  Les  formules  de  l’art.  222  fournissent'Ie  moyen  de  substituer 
aux  coordonnées  des  points  du  système , les  angles  décrits  autour  des 
axes  coordonnés  ; mais  les  trois  rotations  autour  de  ces  axes  se  composent 
en  une  seule  autour  d'un  axe  unique.  11  est  extrêmement  utile  pour  l’appli- 
cation de  la  dynamique  à des  questions  très -im portantes , d’introduire 
dans  les  équations  du  mouvement  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe 
unique  et  les  angles  qu’il  forme  avec  les  axes  coordonnés  : c’est  cette 
introduction  qui  caractérise  la  théorie  et  donne  lieu  à la  seconde  mé- 
thode dont  j’ai  parlé  art.  220  ; je  pense  qu’on  me  saura  quelque  gré  de 
présenter  ici  le  tableau  des  formules  qu’elle  fournit. 

Le  premier  problème  à résoudre  est  Celui  de  décomposer  la  vitesse 
d’un  point  qui  tourne  autour  d’une  ligne  passant  par  l’origine,  en  trois 
vitesses  parallèles  respectivement  aux  axes  coordonnés  ; on  a 

1 =:  cos. /J  — y cos.  y ) 

y = %(  x cos.  y — i cos.  * ) 

W = COS.  A — X COS.  )* 

227.  Différenciant  ces  équations,  on  a 

du  — d*(x_ co».  fi  — y cos.  y)  — » (idfiim.fi  — ydy  »in.>vi  *(di cos.  fi  — dyc o«.  y) 
dw  = dx(xcos.y  — jco  1.0.)  — x(xdysia.y  — idasin.a)  x(dxcos.y  — dicas.a) 
dw  — dx(y  co*.*  — xcoi.fi)  — x(ydai\n.a  — xdfiùa.fi)  -t-  x (dy  cos.  a — dxcot.fi). 

Mais  on  a 


Substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  a,  v et  1 v , tirées  des  équa- 
tions de  l’article  précédent , il  vient 

dx  = vdt  (1  cos.  /3  — y cos.  y) 

dy  = vdt  (x  cos.  y — z cos-  *■) 

dz  = vdt  (y  cos.  <t  — x cos.  (3)  ; 

et  ces  valeurs  de  dx , dy  et  dz  substituées  dans  celles  de  du , dv  et  dw 

donnent 

d X—  dx(icos.fi—ycos.y)  — xfodfivm.  fi  —ydy  un  .y)  -y-  »*  d i (y  co».  « coi.  fi  -y-  ç coi.  a co».  y — x sm.’a) 

Jr  = dx(x  cos.  y — jcos.  « ) — x(xdy  lin.  j.  — ^d  asm.  a) -y-  x'  d t focos.  fi  cos.  y •+■  x cos.acos.fi  — y lin  d fi) 

dvzzdfOrcos.a  — x cos.  fi)  — x (yda  sin.  a— x dfi  »in.  fi)  -t-  d dt(x  co».  a cos.  >■ -*- y cas.  fi  cos.  y — issu.' y). 

•*  * * 

L 


u r=:  tf  /^sin.  n cos.  fl  — y sin.  fl  ) ) 

y = n/'xsin.  0 — J»  OU 

w = « (y  cos.  r cos  fl— - x sin.  r cos.  V J 
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NOTATION. 


D.  FINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


u,  v ctw  «ont  le j vitesses 
du  point  du  système  qui  a x , 
y et  ç pour  coordonnées , 
vitesses  prises  dans  des  sens 
respectivement  parallèles  ix, 

y et  Z- 

» = la  vitesse  angulaire 
du  système. 

6 = angle  de  l’aie  de  ro- 
tation et  du  plan  x y. 

■ = angle  de  l’aie  des  x 
et  de  la  projection  de  l’aie 
de  rotation  sur  le  plan  xy. 

a,  et  y sont  respective- 
ment les  angles  de  l’axe  de 
rotation  et  des  axes  des  x , 
y et  x. 


.58. 

Trouver  les  équation- 
du  mouvement  d’un 
corps  de  figure  invaria- 
ble , sollicité  par  des 
puissances  quelconques, 
tous  une  forme  telle 
qu’elles  renferment  la 
vitesse  angulaire  et  les 
angles  formés  par  l’axe 
de  rotation  et  les  axes 
coordonnés  ; ce  qui  exige 
qu’on  résolve  les  pro- 
blèmes suivant. 


U9- 

Décomposer  la  vitesse 
avec  laquelle  un  point 
matériel  tourne  autour 
d'un  axe  de  position  con- 
nue, en  trois  vitesses  dont 
les  directions  soient  res- 
pectivement parallèles 
aux  trois  axes  coordon- 
nés. 

160. 

Exprimer  les  variations 
instantanées  de  ces  vi- 
tesses en  fonciion  des 
coordonnées  du  point 
matériel  , de  la  vitesse 
angulaire  et  de  sa  diffé- 
rentielle, des  angles  for- 
més par  l’axe  de  rotation 
et  les  axes  coordonnés , 
et  des  différentielles  de 
ces  angles. 

A a 2. 
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Ydt 

Zdt 
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328.  Telles  sont  les  valeurs  des  variations  effectives  que  subissent 
les  vitesses  parallèles  à x , y et  j d’un  point  matériel  tournant  avec  une 
vitesse  angulaire  v autour  d’un  axe  passant  par  l’origine  , variations 
correspondantes  à celles  d'd , da. , d3>,  et  dy  des  quantités  v , a.,  (Z  et  y. 

Ces  variations  du,  dy  et  dv  multipliées  chacune  par  -L-  m donneront 
les  forces  motrices  effectives  qui  animent  la  molécule  m parallèlement 
aux  axes  coordonnés  ; sommant  ces  forces  motrices  dans  toute  l’étendue 
du  système , et  faisant 

S(^-m)  = X.  S&m)  = Y,  S(i = 

on  a 

.r  I m [ddfccot.fi  — ycot.yj  — y fcd  fi  sin.  fi  —y  d y iin.  y)  dtfccot.  a coi  fi~t~z  coi.  a.  cos  y — x rin.'cç/  ] ) 

S\  m[dv  (x cos. y toi. tf.  — vfxdy  lin.  y — ^da  tm.Mj~t-d>dtfc^ot.ficouy-t~xcot.  « coi  fi — y «n.B  fi)  ] ) 

{ m[dx  (y  cos.  a — x toi.  fi)  — x (y  d a lin.a  — x d fis\n.  fi)-y-d'  dt  (x  coi.  et  coi.  y-y-ycot.  fi  cos.  >■  — £ lin.*  y)  } J* 

22p.  Les  quantités  t,  v , a,,  (Z,  y,  et  leurs  différentielles  sont 
constantes  par  rapport  au  signe  S ; ainsi  les  seconds  membres  des 
équations  précédentes  ne  renferment , par  rapport  à ce  signe  S,  que  des 
quantités  de  la  forme  AS(xm),  BS(ym),  CS(Zm);  mais  dès  que  l'on 
suppose  que  l’origine  des  coordonnées  est  le  centre  d’inertie  du  système , 
ces  sommes  doivent  être  nulles , art.  1 Jp  ; et  on  a dans  ce  cas , 

■X—  o,  Y—  o>Z  — o ; 

résultat  conforme  à ce  qui  a été  dit  art.  206  et  théorème  106. 

230.  Mais  nous  savons,  art.  aop  , que,  quoique  les  sommes 
des  forces  motrices  qui  ont  effectivement  lieu  soient  nulles  , les 
momens  de  ces  forces  ne  le  sont  pas;  prenant  donc  les  momens  de 

A u Av  Aw 

HT  m * HT  m et  HT  m * on  a 

Idesx...~(ydw  — Zdy) 
des  y . . . -j - (Zdu  xdv) , 

^es  s*  • • — y^u  ) t 


Digitized  by  Google 


a.*  PARTIE,  a.*  SECTION.  DYNAMIQUE.  189 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

m =z  Ii  masse  du  point 
matériel  du  système  auquel 
se  rapportent  les  vitesses  u , 
v et  ne. 

X,  Y et  Z sont  les  som- 
mes des  forces  motrices  effec- 
tives qui  ont  lieu  dans  le 
système  parallèlement  aua 
axes  des  x , des_y  et  des 

- 

■ 6i. 

Trouver  les  sommes  des 
forces  motrices  effectives 
qui  ont  lieu  dans  un  sys- 
tème animé  de  puissan- 
ces quelconques  et  tour- 
nant autour  d’un  axe 
libre  ; ces  sommes  étant 
prises  parallèlement  aux 
trois  axes  coordonnés. 

On  suppose  que  l’origine 
des  coordonnées  est  au  centre 
d'inertie  du  corps. 

I 10. 

Chacune  des  trois  som- 
mes dont  il  est  question 
dans  le  problème  160, 
est  nulle  par  elle-même  , 
dès  qu’on  suppose  que 
l’origine  des  coordonnées 
est  au  centre  d’inertie  du 
corps. 

- 

t6i. 

Trouver  les  momens 
de  la  force  motrice  effec- 
tive qui  anime  un  point 
matériel  d'un  système 
sollicité  par  des  puissan- 
ces quelconques , et  tour- 
nant autour  d’un  axe  libre 
qui  passe  par  son  centre 
d'inertie;  ces  momens  e- 
tant  pris  par  rapport  à 
chacun  des  axes  coor- 
donnés. 
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ou  en  substituant  pour  du , dv  et  dw  leurs  valeurs  tirées  des  équation* 
de  l’art,  227. 


I des*. . 

Moment 
de  la  force  \ 
motrice 
effective 
qui  anime 
un  point  I 
materiel  / des^y . 
quelconque  j 
du  système, 
ces  moment  ) 
étant  pris 
par  rapport  | 
aux  axes. 


dv  | (y*  -4-  ^ cos.  a — x y cos.  £ — cos.  > J — 

a t 

m 

— * ( (?*-*•’£ ) d cl  sin.  et  — xyd&ùn.  £ — x^dy  sin.y  ) 

m 

-t*dt\(*y  — i*)  cos.,6cos. y-t-x^ycos. et cos.  y — x^cos.et  cos./î— ^jfiin.*^  — sin**^  ) 


dx  ( (x*  -4-  îV  COï*  Æ — > £ cos.  y — xy  cos.  « ) 


</r 


— v ( (m*  -+-^V  sin.  x — xydaùn.  et  ) — — 

a t 

m 

-x*d  r ( fc*—**)  cos.  et  cos.  > jcos.«cos./â  — x^y  cos./îcos.>  — x jfsin.'x  — sm.*)^  J 

m 

*+-y ) cos.  y — xj cos.  cl  —/^cos./J } ■— — 


desj...^  — x ( (*'-+- y%)  dy  sin.  y — x js/etsin.  « — yzd&tin.  fi  ) 

f -+-**<//{  /V -—y*) cos.* cos./5-+-x^cos./î  cos  y— ^ çcos.a  cos.y-x/ ('«n/Æ  — sin.1  ] — — • 

H f 


2^1.  Il  faut  maintenant  prendre  la  somme  de  ces  momens  dans 
toute  l’étendue  du  système  ; mais  pour  simplifier  les  expressions , nous 
ajouterons  à la  condition  énoncée  dans  l’art.  22p.  que  l’origine  des  coor- 
données est  un  centre  d’inertie , celle  que  les  axes  coordonnés  sont  de* 
axes  principaux.  Cette  dernière  condition  donne 

SftjmJsso,  S (t  im)  — o , S(jrim)-o-, 
et  les  momens  précédens  ont  pour  valeur,  en  observant  que  t,  V,  a,  fi 
et  y sont  constans  par  rapport  au  signe  S, 


N Sommes  des  momens 
des  forces  motrices 
effectives  , en  suppo- 
sant que  les  axes  des 
coordonnées  soient 
principaux,  ccs  sommes 
étant  prises  par  rapport 
aux  axes,  *•»»•*•»•« 


des  x.  . .< 


• (d*  cos.  et  — xdttùn.CL  -4-  x*  dt  cos.  /ï  cos.  y), S (my*) 


• — ( dx  cos.  «t  — v d et  sin.  « — x*  d t cos.  /S  cos.  y)  .S  (m  ■£) 
dt 


I 

(du  coi.fi  — xdftiin.fi>  -4-  x1  d t cos.  et  cos.  y)  S (m  x*J 

- — - ( dx  cos.  ft  — ¥ d ft  sin.  jô  — a1  J t c os.  cl  cos.  y)  S (m  ■£) 
d t 

——(J*  cos.y  — t d y sin.  y ■+■  t'di  cos.ticoi.fiJ  S (m  *‘) 
dt 

-y- (d* co*.,  — tdyùo.  y — »*  d i cos.  «t  co».  fi)  S (*/)% 
d t 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

Les  axes  des  coordonnées 
sont  supposés  se  couper  au 
centre  d’inertie  et  être  des 
axes  principaux. 

' 

■ 6]. 

Trouver  , dans  toute 
l’étendue  du  système  , 
les  sommes  de  ces  mo- 
mens  des  forces  motrices 
effectives  , en  supposant 
que  les  axes  coordonnés 
août  des  axes  principaux. 
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232.  Ces  expressions  peuvent  se  simplifier  encore  en  employant  la 
notation  de  l’art.  1 9 2 , et  faisant 

-a‘).  S(m/)  - B = * M (»‘  -t-f*  - *V.  S(m  & = C=  i M(*‘  f), 

elles  deviennent  respectivement , 

Sommes  des  morne  ru  / i 

de.  force,  moirice.  I de‘  *■  ••’J]  { * V*'*  c°i.  « - tin.  a)  ■+■  *Y«*- ?)4,  co.  co«.  y j M 
effectives,  en  suppo-  J 

aant  que  les  axci  des  / des/.  ».  -j—  ( jÔ  — *<f£sin.£2 -+~*a  /'<**  — f/i/  cos,  <t  cos,  * | M 

coordonnées  soient  l 

principaux , par  rapport  | des  , -L  ( C0lt  y^^jy  $jn.  ^ f • — a')dt  cos.  et  cos.  £ ) AT. 

aux  axes . V «f 


233.  Si  l’on  suppose  que  la  position  de  l’axe  de  rotation  par  rapport 
aux  axes  coordonnés  et  la  vitesse  angulaire  sont  invariables , on  a pour 
les  valeurs  des  momens , 


Sommes  des  momens  des  forces  motrices  effectives , 
dans  le  cas  où  la  position  de  Taxe  de  rotation  et  la  vitesse 
angulaire  sont  invariables,  ces  momens  étant  pris  par 
rapport  aux  axes 


des  sr. . , { )f(c%  — b%)  cos.  £ cos.  y J Ai 
des  y..,  ( \t*(aa  — ca)  cos.  se  cos.  y j M 
des  £.  • . ( rt(b*  — a‘ ) cos.  « cos.  /J  ) Ai, 


2 34..  Et  si  cet  axe  de  rotation  est  celui  des  x,  des  y ou  des  j , on  a 
respectivement  pour  les  sommes  des  momens  des  forces  motrices  effectives , 

~Ma\  — Mb' , Mt\ 

As  At  As 


235.  Lorsqu’on  a les  valeurs  des  momens  des  forces  motrice* 
effectives , il  est  fort  aisé  de  poser  les  équations  du  mouvement  de  rotation, 
qui  ne  sont  autre  chose,  art.  221  , que  l’énonciation  de  l’égalité  entre 
les  momens  dont  on  vient  de  parler  et  ceux  des  forces  motrices  effectives. 

Soient  donc 


!de.  * P 

des  y ......  (2 

des  £ R. 

on  aura , en  égalant  respectivement  P , Q et  R aux  expressions  de 
l’art.  232; 

P — — — [ a'  (A*  coi.  « — »</..  in.aj  sfft t*  — i'JAicos.  fr  cos.  y ] M 


@ = — — | 2*  (A*  cos.  fr  — tAfriia.fr  J 
A 1 


*'<V  — c‘)Ai  cou  « cos.*  ) M 


R — t‘(A*cot.y  — tJyüa.  y J -4 - f (?  — a'JA  »co».«  coi.jS  ] M, 
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LL—  . 

NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

AT  = masse  totale  des 
corps. 

Aid* , Mb*  et  Aie*  sont 
les  momens  d’inertie  pris 
respectivement  par  rapport 

aux  axes  des  x,  des  y et  des  ç , 
on  a 

Ma*  = B '-¥•  C 

Mb*  = A -f-  C 

Mc*  = A B. 

I 64. 

Trouver  ce  que  de- 
viennent ces  sommes , 

l.°  Lorsque  la  posi- 
tion de  l’axe  de  rotation 
par  rapport  aux  axes 
coordonnés,  et  la  vitesse 
angulaire  , sont  suppo- 
sées invariables  ; 

2.0  Lorsque  l’axe  de 
rotation  est  l’un  des  trois 
axes  des  * , des  y ou 
des  1. 

i6j. 

Trouver  les  trois  é- 
quations  du  mouvement 
de  rotation  d’un  corps  , 
sollicité  par  des  puissan- 
ces quelconques , autour 
d’un  axe  libre  qui  passe 
par  le  centre  d'inertie  de 
ce  corps. 

P , Q et  P sont  les  sommes 
des  momens  des  torces  mo- 
trices imprimées  , sommes 
prises  respectivement  par  rap- 
port aux  axes  des  x,  des  y 
et  des 

• 

. B b 
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équations  qu’on  peut  mettre  sous  ia  forme 

PJi  t*  - <* 

• " dv  COJ.  et  — * Jet  sin.  et  -| ; 


a*  M 


¥*  d t coi,  fi  coj.  y 


QAt 

-77-77- =r  dvcos.fh  — vdfiùa.fi 
b AI 

Rdt 

■ — d v cos.  y — ¥ d y sin. y 

c Ait 


4-  ■ ¥*  dt  COI.  «t  COI.  y 

b 

l'  - a1 

4 - ¥*  dt  COJ.  et  COI-  fi. 


Telles  sont  les  équations  qui  , en  les  supposant  intégrées , et  en  y 
joignant  l’équation  cos.*  a.  -+-  cos.*  (i  -f-  cos.*  y 1 , donneront 
les  valeurs  de  v,  et,  fi  et  y en  fonctions  de  /,  P,  Q et  R,  et  des 
constantes  AI,  a,  b et  c.  L’intégration  ne  peut  s’effectuer  que  dans 
quelques  cas  particuliers  ; mais  les  équations  différentielles  n’en  four- 
nissent pas  moins  plusieurs  conséquences  générales  et  importantes. 

D’abord , multipliant  respectivement  ces  trois  équations  par  cos.  a. , 
cos  (i , cos.  y , et  les  ajoutant , on  a 

(('  — — c‘)(i‘  — a)  Al  yP  CO».  « Q cot.fi  R rot.  y , 

«*  = r,.  , *'Aicot.acos.ficcs.y  -r-— ; ;/  ; 1 — 1- ; — ]■ 

abc  Al  ' a b £ ' 


236.  Cette  équation,  employée  à éliminer  <Jv,  donne 

r*  — i'  . (a*  — a1 ')  , At  .Qcot.acot.fi  Rcnt.acos.y  P ùn.M  a , 

.A  a lin.  a = ; — « Ai  coi.  fi  cos.  y ( 1 h — cos.'  a)  + — / h ; ; — / 

* A t ' ilf  * A*  . a f 


.Afiâa.fi  — — Ai  cos.  * cos.  y (1 

i‘  — a’  . 

*Ay  sisi.  > = is'i/s  cos.  se  cos.  a ( ■ H- 


<*  c* 


■ cos. 


/tf  ' S‘ 

, Ai  R cos.  fi  coi.  y Pcos.ficoi.a  Qtin.'fi  , 

. . '&)  -+-  “TT  ( ; ; TT- / 

ne  * At  1 n f * 

|V*  — J%5i*  — rV  ^ dt  ,P coi.  > co$.  a Ç coi.  > coj. /i  Æ sin.*  y t 

c°s.‘  7 — • H-  — p —J- 


a * i‘ 


2 37.  On  peut  faire  une  autre  combinaison  des  équations  de  l'art.  235, 
en  les  multipliant  respectivement  par  ci'  cos.  et , £*  cos.  /3,  c*  cos.  y , et 
les  ajoutant  ensemble  ; ce  qui  donne 


JLL.(P  cos.  a s-  Qcos.fi  -y-  R cos.  y J = 
AI 


A*  fa*  co*.‘  et  -f-  b*  coj.1  fi  -H  cJ  coj.1  y) 

— v (a*  d a sin.  * cos.  et  -+■  i*  d fi  lin.  fi  coi.  fi  c%  A y sia.  y cos.  y /; 


multipliant  cette  équation  par  iMv,  et  intégrant,  on  a 

jW»*  fo*  cos.*  « -H  i'cot.'fi  -A-  c‘  cos.'y)  — s J"[*At(P  cos.et  Q cos.  -A-  fi  -t-  R COS  ] -a-  consume; 

on  démontre  aisément  que  le  premier  membre  de  cette  équation  donne 
la  somme  des  forces  vives  de  tout  le  système. 


238.  Les  équations  des  trois  articles  précédens  se  simplifient  beaucoup, 
lorsque  le  système,  mu  en  vertu  d’une  impulsion  primitive,  n’est  soumis 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

• 

>• 

• 

■v-  ' : r.  !.  ï\  ,i.-i 

■ 

• 

1 66. 

Trouver  la  somme  des 
forces  vives  d’un  sys- 
tème de  forme  invaria- 
ble, qui  tourne  autour 
d'nn  axe  libre  passant 
par  son  centre  d’inertie. 

. 

. 

* \ \ 

167. 

Trouver  les  équation» 
du  mouvement  de  rota- 
tion dans  le  cas  où  le 

. Bb  a 
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à faction  d'aucune  puissance  extérieure  ; on  a dans  ce  cas , 
J»  , e‘  - - c'){i'  - “‘J  . 


c — a 

dct  sin.  a = .v  dt.  cos.  fi  cos.  y ( 1 


- d t cos.  « cos.  (b  coi.  y 

(*'  - à h?  - a) 


- C*  , (b'  - *\/<V  - *V 

d fi  tin.  fi  = 77 *d /.cos.  « cos.  > / 1 h rr cos.1 

£ <1  r 

**  - **  „ /V  - - «V 

</>  lin.  * = ; h dt. cos.  cl  cou  fi  ( 1 H-  rrï CO». 


Somme  des  forces  vives  dues  au 
seul  mouvement  de  rotation. 


vives  dues  au  „ . . . , ...  , . 

. . zz:  M*  (a  cos.  et  -4-  p cos.  fi  -4-  c cou  y)  zzz  constante, 

de  rotation.  ' - 


259.  Les  équations  de  l’art.  23 6 fournissent  le  moyen  de  résoudre 
une  question  intéressante  ; savoir  : étant  données  les  sommes  des  momens 
P,  Q,  R des  forces  motrices  imprimées  aux  divers  points  du  système, 
momens  pris  par  rapport  aux  axes  principaux  qui  passent  par  le  centre 
d’inertie,  trouver,  par  rapport  aux  mêmes  axes,  la  position  de  l’axe  de 
rotation  dans  le  premier  instant  de  l’action  des  puissances  sur  le  corps 
supposé  en  repos  ; on  a pour  cette  détermination 


cos.  B>  = 


P 

, P 

<2* 

R‘ 

.♦ 

b*  1 

c*  • 

Q 

P ■ 

Q‘ 

.*  - 

H s*  " 

h c*  • 

R 

, PÀ 

Q‘ 

R‘ 

240.  On  peut  joindre  à ces  valeurs  celle  de  la  force  angulaire  naissante, 
qui  est 

j.  _ . , r Q'_  _r_ , 

T W t ~ ■**  > ***  c * '* 


241.  Les  équations  de  l’art.  233  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

pji  c*  — #• 

—t = d ( V COS.  «t  y)  -l-  ; dt  COS.  (b  COS.  y P 


Qdt  a * — c* 

■ — = d(  v cot.  (b  J -+■  • — \t  d t cos.  « cos.  y , 

M p 

R d t % — a1  , 

— — - d { v cos.  y J H % dt  cos.  a cos.  fi* 

C M € 
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NOTATION.  DÉFINITIONS.  THÉORÈMES.  PROBLÈMES. 


système , mu  en  vertu 
d’une  impulsion  primi-j 
tive,  n’est  sollicité  par 
aucune  puissance  ex- 


i 68. 

Étant  données  les  som-! 
mes  des  momcns  des  for- 
ces motrices  imprimées 
au  système , momens  pris 
par  rapport  aux  axes  prin- 
cipaux qui  passent  par  le 
centre  d’inertie,  trouver  J 
par  rapport  aux  mêmes 
axes , la  position  de  l’axe 
de  rotation,  dans  le  pre- 
mier instant  de  l’action 
des  puissances  sur  le! 
corps  supposé  en  repos.! 


169. 

Un  corps  mu  en  vertu 
d’une  impulsion  primi- 
tive, n’étant  sollicité  par 
aucune  puissance  exté- 
rieure, trouver  les  équa- 
tions différentielles  qui 
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242.  Supposant  que  le  système  abandonné  à une  impulsion 
primitive,  n’est  sollicité  par  aucune  puissance  extérieure,  ces  équations 
deviennent 

d(\S  cos,  <l)  — — — — -j— — vx  dt  cos.  /3  cos.  y 

d(v  cos.  (3)  = — — — ZZf — XZ/r  cos.  a.  cos.  y 

b 

d(v  cos.  y)  r=  — _ a*  cos.  <t  cos.  /3. 

243.  Les  formules  des  articles  précédens  conduisent  à la  connaissance 

de  la  position  de  l’axe  de  rotation  par  rapport  aux  axes  principaux  passant 
par  le  centre  d’inertie  ; mais  comme  ces  axes  se  meuvent  avec  le  corps , 
il  est  nécessaire  d’avoir  des  formules  au  moyen  desquelles  on  puisse  à 
chaque  instant  déterminer  la  position  absolue  du  corps  dans  l’espace. 
Pour  cela,  profitant  de  i’indépendance  des  mouvemens  de  translation  et 
de  rotation , imaginons  que  le  centre  d’inertie  est  fixé  au  centre  d’une 
sphère  immobile  dont  le  rayon  = 1 ; sur  cette  sphère  prenons  un 

grand  cercle  de  position  donnée , et  sur  ce  grand  cercle  un  point  de 

position  pareillement  donnée  : la  position  du  corps  par  rapport  à ce 
grand  cercle  sera  déterminée  quand  on  connaîtra  les  angles  l,m,n,  A, 
fA.  et  v ; et  on  a pour  cette  détermination , 1 les  équations 

Idl  sin.  / = vdt  ( cos.  /3  cos.  //  — cos.  y cos.  m) 
dm  sin.  m = vdtfcos.  y cos.  / — cos.  et  cos.  n) 

dn  sin.  n = vdt( cos.  et  cos.  m — cos.  /3  cos.  / ) , 

qui  lient  les  angles  /,  m et  n aux  quantités  W,  et,  fi  et  y;  il  suffira  de 
connaître  deux  de  ces  angles,  parce  qu’on  a entre  l , m et//  la  relation 

cos.1  / cos.*  m -4—  cos.*  n = 1 ; 
a.°  Les  équations 

( d\  sin.*  / — — i (dt  cos.  /3  cos.  m — t—  cos.  y cos.  //  ) 

( 2 ) . . .<  </ju.sin.‘  m = — vdt  cos.  y cos.  n -4-  cos.  et  cos.  / ) 

( dv  sin.*  n z=.  — vdt  cos.  et  cos.  / — 4-  cos.  (3  cos.  m) , 

qui  lient  les  angles  A,  ft  et  1 aux  quantités  connues  ou  déterminées  par 
les  équations  précédentes  ; mais  si  l’on  a un  seul  de  ces  angles , on  pourra 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

Désignant  par  CO  la  cir- 
conférence du  grand  cercle 
de  position  donnée  et  inva- 
riable ; 

Et  par  IR  le  rayon  mené 
du  centre  de  la  sphère,  ou  du 
centre  d’inertie  du  corps,  au 
point  de  position  donnée  pris 
sur  CO; 

l,  m et  n sont  les  arcs  de 

se  rapportent  t .•  à son 
mouvement  de  rotation; 

2.“  A la  position  abso- 
lue des  axes  principaux 
dans  l'espace , à une 
époque  quelconque,  lors- 
que celle  de  l’axe  de 
rotation  par  rapport  aux- 
axes  principaux  qui  pas- 
sent par  le  centre  d’i- 
nertie, et  la  vttesse  angu- 
laire, sont  données. 

grand  cercle  qui  mesurent  les 
angles  respectivement  formés 
par  le  rayon  J R et  par  les 
axes  des  x,  des  y et  des  ç, 
axes  qui  sont  principaux  et 
qui  passent  par  le  centre  d'i- 
nertie ; 

A , n et  r sont  respective- 
ment les  angles  formés  par 
le  grand  cercle  CO  et  par 
les  arcs  l,  m et  n ; 

a,  /3  et  y sont,  comme 
à l’ordinaire,  le»  angles  for- 
més par  l'axe  de  rotation  et 
par  les  axes  des  x , des  y et 
des  j respectivement. 

• 

. V* 
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calculer  les  deux  autres  par  les  équations 


ung,  (fi  — * J = ^ ; p - 

° ' c os.  m cos. 

, , cos.  / 

ung.  (,  — p)  — 

ung.  (t  — k)  = 


cos.  a cos.  m 
cos.  « 


cos.  a cos.  / 

244.  Les  trois  équations  de  l’art.  24.2  conduisent  aux  suivantes; 

d(*  cos.  a.)'  d(*cot.  &}'  d(»  co«.  y „ , , 

• — cos.  <x,cos./3  cos.  y dtzzzdu; 

d’où  011  déduit , en  intégrant , 

*’  cos.1  a = 2 A,  u -+-  K,  f »'  coj.*/î  — 2 B,  u -y-  A'„;  »’  co».’  } = 1 C,  « + AT„, , 
et  de  là  la  relation  entre  « et  /,  qui  peut,  dans  tous  les  cas,  se  calculer 
par  les  quadratures  des  courbes  : 

dt  = — — . 

V[(zA,u  -y-  K,  )(i  B,  u -y-  A a)(zC,u  ■+■  Km)] 

11  faut  observer  qu’on  a en  même  temps  u = o et  t — o ; et  lorsque  u 

sera  connu  en  t,  on  aura  V , a.,  (i  et  y pour  une  époque  quelconque, 

au  moyen  des  équations 


cos.  et 


* — V[i(A,  - 

V(iA,u-y-  K,) 


B. 


CJn 


K, 


„ V (îB,u -Y-  K J 

; cos.  /s  — ; cos  y = 


■+"  Km)  ] 

V(2  C.u-y-KJ 


245.  On  a donc  très-simplement,  dans  le  cas  où  le  corps , livré  à 
une  impulsion  primitive , n’est  sollicité  par  aucune  puissance , la  vitesse 
angulaire  et  la  position  de  l’axe  de  rotation , par  rapport  aux  axes  prin- 
cipaux , à tous  les  instans  ; et  il  ne  reste  plus  qu’à  déterminer  la  position 
absolue  des  axes  principaux  dans  l’espace , ou  à trouver  des  équations 
finies  entre  / et  /,  m , n , A , ft.  et  ».  La  solution  de  ce  problème  dépend 
des  équations  différentielles  de  l’art.  243  , qu’on  peut  combiner  avec 
celles  déduites  des  équations  de  l’art.  242.  Les  difficultés  de  l’intégration 
sont  telles,  cm’ Euler  les  avait  d’abord  crues  au-dessus  des  forces  de  l’ana- 
lyse ; mais  il  est  heureusement  parvenu  à les  surmonter  dans  un  mé- 
moire publié  parmi  ceux  de  l’académie  de  Berlin,  année  1758.  Les 
formules  auxquelles  il  est  parvenu  , se  présentent  d’abord  sous  une  forme 
très -compliquée  , quoiqu’elles  soient  parfaitement  symétriques  : il  les 
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u est  une  variable  intro- 
duite dans  le  calcul , avec  la 


! J»1  cos.  a cos.  /3  cos.  y. 

K, , K„  et  Km  sont  les 
constantes  arbitraires  intro- 
duites par  l’intégration , ou  les 
valeurs  initiales  de  cos.1  a , 
cos.1  {b  et  v*  cos.1  y. 


a a 

ce  — aa 


an  — b b 
cc 


G,=iKta*+Kn  b*+  K„c*. 


170. 

Un  corps  étant  tou- 
jours supposé  se  mou- 
voir uniquement  en  vertu 
d’une  impulsion  primi- 
tive , trouver  les  équa- 
tions finies  ou  intégra- 
bles, par  les  quadratures , 
qui  donnent  tant  les  cir- 
constances de  son  mou- 
vement de  rotation , que 
sa  position  absolue  dans 
l’espace  , au  bout  d’un- 
temps  quelconque. 


. Ce 


NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 
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a considérablement  simplifiées , sans  nuire  à la  généralité  de  la  solution, 
en  observant  que  la  position  initiale  des  axes  principaux  sur  lesquels 
se  comptent  les  x , y et  étant  donnée,  et  la  position  de  la  ligne  qui , 
passant  par  l’origine  des  x,  y et  £,  fait  avec  ces  mêmes  axes  des  angles 
respectifs  l,  m,  n,  étant  arbitraire,  on  était  le  maître  de  se  donner 
les  valeurs  initiales  de  ces  angles  /,  ni  et  n ( ou  seulement  de  deux 
d’entre  eux  , à cause  de  l’équation  cos.1  / H—  cos.*  m -f-  cos.*  n — I ) , 
et  de  choisir  ces  valeurs  de  manière  à satisfaire  à certaines  conditions. 
Or , en  supposant  qu’au  commencement  du  mouvement  on  a 


cos. / = a V(^r);  COS.»  = £‘  V(2g-);  co s.  n ~ c' "[/(— ), 

les  formules  compliquées  dont  j’ai  parlé  précédemment , se  réduisent  à 
un  seul  terme  ; et  on  a pour  un  instant  quelconque , 


COJ.  / “ 


a » cos.  a 


COS.  m 


b * w cos.  (b 


cos.  n 


c v cos.  y 


/ (G,)  — V(G.)  — /(G.) 

ce  qui , je  le  répète  , ne  limite  en  aucune  manière  la  généralité  de  la 
solution , vu  qu’il  n’y  a aucun  cas  où  on  ne  puisse  se  donner  les  valeurs 
initiales  ci-dessus  de  l,  met/»  / et , d’après  cela,  il  est  inutile  de  rapporter 
ici  les  équations  dont  Euler  a déduit  celles-ci , qui  peuvent  d’ailleurs 
s’obtenir  immédiatement.  Je  ferai  voir  par  la  suite  la  liaison  de  ces  ré- 
sultats avec  la  belle  théorie  des  plans  invariables  de  Laplace , que  j’ai 
citée  dans  la  note  de  l'art.  14.8. 


246.  Il  ne  reste  plus  qu’à  déterminer  les  angles  A,  p. , »;  et  au 
moyen  des  trois  dernières  équations  de  l’art.  243  , un  seul  de  ces  angles 
suffit  pour  avoir  la  connaissance  des  deux  autres.  On  se  bornera  donc 
à calculer  séparément  l’angle  A par  l’équation 

, „ — du(bbK„-*-ccK„  — 1 aa  A,  u ) /(  G,) 

— sA,a'ujV[(K,  - sA.u)(K„  - 1 B,  u ;(  k\,  — 1 C.  u J ]' 
qui , au  moyen  de  l’équation  de  l’art.  244 , entre  p et  / , donnera  A 
pour  une  valeur  quelconque  t.  Ainsi  le  problème  du  mouvement  d’un 
corps  de  figure  quelconque , qui , livré  à une  impulsion  primitive  , 
n’est  sollicité  par  aucune  puissance , se  trouve  complètement  résolu 
dans  toutes  ses  parties. 
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TROISIÈME  PARTIE. 
MÉCANIQUE  DES  CORPS  FLUIDES. 

PREMIÈRE  SECTION. 

HYDR  O ST  A TIQ  UE. 

247.  Les  propriétés  des  fluides  tels  que  l’eau , l’air,  &c.,  qui  tombent 
immédiatement  sous  les  sens,  font  parfaitement  distinguer  ces  corps  de  tous 
ceux  qu’on  nomme  solides  : leur  classement  parmi  les  diverses  substances 
est  une  des  premières  opérations  dont  le  sentiment  et  le  besoin  rendent 
l’entendement  capable  ; mais  les  caractères  sur  lesquels  ce  classement  est 
fondé , ne  peuvent  pas  servir  de  base  à une  théorie  mathématique.  Aussi 
les  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  l’équilibre  et  du  mouvement  des 
fluides , ont-ils  pris  pour  base  de  leurs  recherches  la  propriété  suivante  , 
qui , à l’avantage  de  caractériser  essentiellement  la  fluidité' . réunit  celui 
de  fournir  une  équation. 

On  suppose  qu’un  fluide  est  renfermé  dans  un  vase  immobile  et,  si  l’on 
veut,  de  forme  invariable  : un  piston  adapté  à une  ouverture  cylin- 
drique pratiquée  à ce  vase,  est  sollicité  par  une  puissance,  la  seule  dont 
le  fluide  éprouve  l’action  ; et  on  a , entre  cette  puissance  et  la  pression 
totale  qu’éprouve  une  surface  plane  de  grandeur  arbitraire  , prise  ou  sur 
la  paroi  intérieure  du  vase , ou  dans  une  partie  quelconque  de  la  masse 
fluide , l’équation  suivante  : 

A 7r  aTl'. 

Toute  substance  pour  laquelle  cette  équation  a lieu  , est  fluide , et  réci- 
proquement. 

248.  Les  fluides  nous  offrent,  à un  degré  sensiblement  parfait, 
l'incompressibilité  et  l'élasticité.  On  sait , par  expérience,  qu’une  masse 
d’eau  qui  conserve  une  température  constante , 11e  peut  pas  , quelque 
compression  qu’on  lui  fasse  éprouver,  diminuer  de  volume;  il  en  est 
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NOTATION. 


n — puissance  qui  agit 
sur  le  piston. 

A =r  surface  de  Ia  base 
du  piston. 

t = pression  totale  d'une 
surface  plane  a , prise  en  un 
endroit  quelconque  de  la 
masse  fluide. 


DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLEMES. 

s«- 

De  la  propriété 
qui  doit  être  con- 
sidérée comme  le 
caractère  des  flui- 
des , lorsqu’il  s’a- 

git  d'établir  une 
théorie  mathéma- 
tique de  leur  é- 
quilibre  et  de  leur 
mouvement. 

lit. 

171. 

Toute  substance  pour 

Trouver  l’équation  de 

laquelle  l'équation 

condition  qui  caractérise 

A T = dû 

ia  fluidité  d'un  corps. 

52- 

a lieu,  dans  le  sens  de 
l’art.  22q. , est  fluide  , 
et  réciproquement. 

1 1 2. 

Les  substances  connues 

Des  fluides 

qui  jouissent  éminem- 

incompressibles. 

ment  de  la  propriété  pré- 

cédcnte,  ou  ne  diminuent 
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de  mime  de  tous  les  fluides  classés  sous  la  dénomination  de  liquides  ; 

et  cette  propriété  leur  fait  donner  le  nom  d 'incompressibles. 

L’air , au  contraire , et  les  fluides  classés  sous  la  dénomination  d'aeri- 
formes , occupent  un  espace  d’autant  plus  petit  que  les  puissances  qui 
les  compriment  sont  plus  grandes,  et  se  rétablissent  dans  leurs  volumes 
primitifs,  lorsque  les  forces  qui  ont  fait  changer  ces  volumes  cessent 
leur  action.  Cette  propriété  , qui  leur  fait  donner  le  nom  de  fluides  élas- 
tiques , est  énoncée  par  l’équation  suivante  : 

p — — P , ou  K p — 1 P. 


249.  Ce  qu’on  a dit  dans  l’article  précédent,  suppose  la  température 
constante;  mais  011  sait,  par  expérience,  que  le  volume  des  fluides,  tant 
incompressibles  qu’élastiques , augmente  ou  diminue  avec  leur  tempéra- 
ture, indépendamment  des  forces  comprimantes.  J’ai  trouvé,  en  appliquant 
le  calcul  à plusieurs  expériences  *,  que  la  loi  de  la  dilatation  des  fluides 
élastiques  pouvait  être  exprimée  par  une  équation  de  la  forme 
V = \y.(r  — 1)  -+-  1 \U; 
d’où  on  déduit  les  équations 

La  première  donne  l’augmenta» 
tion  de  volume  correspondante  à 
une  augmentation  donnée  de  tem- 
pérature ; la  seconde  donne  la  ifi fr- 
iabilité ou  le  rapport  entre  l'augmen- 
tation de  volume  et  le  volume  aug- 
menté. 


R = 


..I  — K>>  = u — i/>î* 

V(m  + m)  - V(M)  nff*  — i)J>* 


(J>’  — 1 J 


X 

X 

X 


f°g-  ( —y-  -t-  /“  — ')  — log.  n 

log.  J> 

log.  (R  VJ  — log.  | O fi  (S>"  — ■ ) 

log.  J> 

log.  R ( I — M ) — log- 1 » fs>“  — R) 

log.  J> 


J Déduite  de  la  valeur  de  V, 

( Déduite  de  valeur  de  V{, 
f - V(,}. 

j Déduite  de  !a  valeur  de  /?. 


250.  La  quantité  y. U mesure  la  plus  petite  diminution  de  volume 
que  le  refroidissement  puisse  opérer,  c’est  celle  répondant  à x= — 00. 


* Koyej  mon  Mémoire  sur  la  dilatabilité  des  fluides  élastiques , n.°  2 du  Journal 
de  l'École  polytechnique. 
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La  misse  étant  snpposée 
U même, 

V—  volume  sous  la  pres- 
sion donnée  P,  et  avec  la 
densité  K. 

v = volume  sous  la  pres- 
sion quelconque  p , et  avec 
la  densité  k. 

Les  pressions  p et  P sont 
rapportées  à l’unité  de  sur- 
face. 


U — le  volume  primitif 
à zéro  degré  de  tempéra- 
ture. 

* ==  le  nombre  de  degrés 
de  température. 

V = V(u)  — le  volume 
à la  température  x. 

V(m  - t-  dt . ; = le  volume 
à la  température  x -+-  A x. 

pet  p sont  deux  constantes 
qui  se  déterminent  par  expé- 
rience; on  peut  voir  dans  le 
mémoire  cité,  article  226  , 
leurs  valeurs  pour  sept  fluides 
élastiques  ; savoir , l'air  at- 
mosphérique, et  les  gaz  hy- 
drogène, nitreux,  carboni- 
que , oxigène , ammoniac  et 
azoth. 

R — la  dilatabilité  = 

V(x  + A.;  — V(m) 

y 

Les  volumes  U,  V( , ) , 
et  V(m  + A »;  sont  supposés 
répondre  à la  même  masse  et 
soumis  à la  même  pression. 
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PROBLÈMES. 

53- 

point  sensiblement  de 

Des  fluides  élas- 

volume , quelle  que  soit 

tiques  et  de  ce 

la  force  qui  les  com- 

qu’on  entend  par 

prime  , ou  diminuent  de 

la  dilatabilité  de 

volume  ( dans  certaines 

ces  fluides  , lors- 

limites  ) par  l’effet  des 

que  leur  volume 

forces  comprimantes  , 

varie  par  le  chan- 

suivant  la  loi  indiquée 

gement  de  ternpé- 

par  l’une  ou  l’autre  des 

172. 

rature. 

équations 

V 

Trouver  1 équation  de 

p = —p> 

condition  qui  caractérise 

A 

la  compressibilité  et  i*é- 

p = 

iasiicité  d’un  fluide. 

>73- 

Trouver  la  loi  de  la 
dilatation , par  le  calo- 
rique, des  fluides  élas- 
tiques et  celle  de  leur 
dilatabilité. 

«74- 

Étant  donné  le  volume 
ou  la  dilatabilité  d'un 
fluide  élastique  , ainsi 
que  la  masse  et  la  pres- 
sion , trouver  la  tempé- 
rature correspondante. 

* 7S  • 

1 « 3- 

Trouver  la  plus  grande 

Les  fluides  élastiques 

compression  dont  un 

auxquels  les  équations 

fluide  élastique  soit  sus- 

de  l’art.  226  peuvent 

ceptible  par  le  refroidis- 

s’appliquer,  sont  d'au- 

sement* 
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On  voit  de  plus  par  la  valeur  de  R , que  les  fluides  élastiques  auxquels 
les  équations  précédentes  peuvent  s’appliquer , sont  d’autant  plus  dila- 
tables qu’ils  sont  plus  dilatés. 

2^1.  La  diminution  de  volume  d’un  fluide  élastique  en  raison  des  poids 
comprimans,  ne  peut  point  être  regardée  comme  absolument  indépendante 
de  sa  densité  actuelle  , et  il  y a certainement  des  densités  extrêmes  et  finies 
qui  répondent , d’une  part , à une  compression  nulle,  et,  de  l’autre,  à une 
compression  telle,  qu’en  l’augmentant  on  n’augmente  point  la  densité. 

Les  fluides  liquides  ne  doivent  pareillement  être  considérés  que  comme  sensi- 
blement incompressibles,  c’est-à-dire,  tels  que  les  plus  grandes  forces  avec  lesquelles 
on  a pu  les  presser,  n’ont  fait  apercevoir  aucune  diminution  de  volume. 

La  nature  n’a  donc  pas  mis  entre  les  fluides  incompressibles  et  les  fluides 
compressibles  et  élastiques  une  ligue  de  démarcation  absolue,  et  il  est  aisé 
d’imaginer  une  infinité  de  relations  entre  la  pression  et  la  densité , qui  , liant 
par  la  loi  de  continuité  ces  deux  états  extrêmes  des  fluides  , mesurent  ou  in- 
diquent les  nuances  intermédiaires. 

Parmi  ces  relations , on  peut  remarquer  celle  qu’établit  l’cquation  suivante  : 

P = n (q  — h)V  ( d— i.  ), 

qui , indistinctement  applicable  aux  fluides  élastiques  et  aux  fluides  incom- 
pressibles ,■  appartient  aux  premiers,  tant  qu’on  a < 1 , et  approche  d’autant 

plus  d’appartenir  aux  seconds  , que  -jr  diffère  moins  de  l’unité. 

En  effet,  qu’on  imagine  une  courbe  dont  q soit  l’abscisse  et p l’ordonnée;  toutes 
les  valeurs  possibles  de  p , depuis  zéro  jusqu’à  l’infini  positif,  se  trouveront  dans 
l'intervalle  compris  entre  q = k , qui  donne  p — o , et  q — K qui  donne  p — 00  ; 
par-tout , hors  de  cet  intervalle  ,p  sera  imaginaire.  Le  passage  dep  = o à p—  00 , 
sera  d’autant  plus  rapide,  que  les  points  limites  oit  q — k et  où  q — K , seront  plus 
rapprochés;  et  cependant,  quelle  que  soit  leur  distance,  p n’en  aura  pas  moins 
toutes  les  valeurs  positives  : si  cette  distance  est  supposée  nulle , la  courbe  se 
confondra  avec  son  asymptote , et  dégénérera  en  une  ligne  droite  perpendi- 
culaire à l’axe  ; c’est-à-dire  que  toutes  les  pressions  possibles  p correspondront 
à une  densité  unique  ou  constante.  Ce  cas  limite  est  celui  des  fluides  parfai- 
tement/nriwi/w.rié/r.r;  et  les  diverses  valeurs  , finie  ou  infinie , qu’on  peut  donner 
à l’intervalle  entre  les  points  où  q ==  k et  où  q — K,  repondent  aux  différent 
degrés  d'élasticité.  Cette  construction  résout  très-bien  la  difficulté  qui  pourrait 
naître  de  l’hypothèse  k = K,  hypothèse  qui  semble,  au  premier  coup-d’ocil , 
n’admettre  d’autre  valeur  réelle  de  p que  celle  p = o. 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 

. tant  plus  dilatables,  qu'ils 
sont  déjà  dilatés. 


PROBLEMES. 


I76. 

Trouver  une  équation 
entre  la  pression  et  la 
densité  qui  lie  par  la  loi 
de  continuité  la  pro- 
priété de  l'incompressi- 
bilité des  fluides  liqui- 
des , et  celle  de  la  com- 
pressibilité des  fluides  é-  ; 
(astiques  , et  soit  ainsi  I 
indistinctement  applica- 
ble à deuit  espèces  de, 
corps. 


A — la  densité  correspon- 
dante à une  pression  nulle. 

K = la  plus  grande  den- 
sité que  le  fluide  soit  sus- 
ceptible d'acquérir. 

n = un  coefficient  cons- 
tant. 

q — la  densité  sous  la 
pression  p. 
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252.  Un  fluide  incompressible  étant  renfermé  dans  un  vase  de  forme 
invariable , percé  d’un  nombre  quelconque  d’ouvertures  cylindriques 
fermées  par  autant  de  pistons  auxquels  sont  appliquées  des  puissances 
proportionnelles  aux  ouvertures  , et  par  conséquent  en  équilibre  , si  un 
ou  plusieurs  de  ces  pistons  viennent  à s’enfoncer  respectivement  de  pt. 
Pu'  Pu/'  les  autres  pistons  s’élèveront,  et  on  aura,  en  vertu  de 

l’incompressibilité  du  fluide , 

A,p,  -4-  Aapn  -4-  Ait,piH  -4-  &c.  = o, 
ou  parce  que  A,  : Ah:  Aw  & c.  : : Pt  : Pu  : Pm  &c. 

P \Pi  ■+■  P„P„  *+*  ? ,„P,„  A-  1=  o , 
en  donnant  le  signe  convenable , ce  qui , pour  ce  cas , est  l'équation 
fournie  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 

2JJ.-  On  verra  par  la  suite,  que  ce  principe  a lieu  dans  tous  les  cas 
d’équilibre  des  fluides  tant  incompressibles  qu’élastiques  ; mais  , en 
attendant , on  peut  se  servir  du  résultat  précédent  pour  expliquer  les 
conclusions , paradoxales  en  apparence , que  fournit  l’équation  de  l’ar- 
ticle 247  , et  faire  voir  que  l’amplification  indéfinie  d’effort  qu’on  obtient 
par  le  moyen  des  fluides , est  un  phénomène  de  même  espèce  que  ceux 
offerts  par  les  machines  ordinaires  , telles  que  le  levier , la  vis , &c. 

L’équation  de  l’article  cité,  qui  donne  — -j-  fl , suggère  l’idée 

d’une  machine  dans  laquelle  on  peut , par  l’intermède  d’un  fluide  in- 
compressible , produire  avec  une  puissance  P d’une  petitesse  arbitraire , 
une  pression  p aussi  grande  qu’on  voudra.  L’idée  de  cette  presse , qui 
a été  récemment  donnée  comme  nouvelle , est  toute  entière  dans  le 
Traité  de  l’équilibre  des  liqueurs  de  Pascal. 


2^4.  La  formule  7r  = FI  donne  la  pression  absolue  ou  totale, 


qui  a lieu  sur  une  surface  plane  a , prise  dans  un  endroit  quelconque 
de  la  masse  d’un  fluide , élastique  ou  non  , lorsqu’une  autre  surface 
plane  A , prise  aussi  dans  cette  masse , éprouve  une  pression  17.  Si  le 
fluide  est  élastique , et  qu’on  connaisse  son  ressort , la  pression  rapportée 
à l’unité  de  surface  étant,  art.  248  , 


t v n 

P = T P 011  P = T P‘ 


Les  volumes  V et  v se  rapportent  à 
une  meme  masse. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

i 

A,  , A„  t A„  , &c. , sont 
les  ouvertures  pratiquées  au 
vase. 

P,,  Pm>  &c. , sont 

les  puissances  appliquées  aux 
pistons  qui  forment  ces  ou- 
vertures. 

"+• 

Le  principe  des  vitesses 
virtuelles  a lieu  dans  l’é- 
quilibre d’un  nombre 
quelconque  de  puissan- 
ces qui  agissent  sur  un 
fluide  incompressible  , 
renfermé  dans  un  vase 
de  forme  invariable  , par 
l’intermède  d'un  nombre 
égal  de  pistons. 

1 

1 

i77* 

Construire  une  presse’ 
au  moyen  de  laquelle  on 
puisse  , par  l’intermède 
d’un  fluide  incompressi- 
ble, produire,  avec  une 
puissance  donnée,  une 
pression  aussi  grande 
qu’on  voudra. 

178. 

Calculer  la  pression 
qu’un  fluide  incompres- 
sible non  pesant,  exerce 
sur  une  surface  plane 
prise  en  un  endroit  quel- 
que de  sa  masse,  lors- 
qu’on connaît  sa  pression 
surune  aire  plane  donnée. 

. D d 2 
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la  connaissance  de  cette  pression  ne  dépend  que  de  celle  de  la  densité  k , 
lorsqu’on  connaît  la  pression  ^correspondante  à une  densité  particulière  K, 
et  a étant  la  surface  dont  on  veut  connaître  la  pression  totale  7r,  on  a 


û fi 

7T  = r,  ou7r  = 


Les  volumes  V et  v se  rapportent  à 
une  nicmc  masse. 


255.  On  peut  substituer  aux  pressions  p et  P rapportées  à l’unité  de 
surface,  les  hauteurs  h et  H de  deux  prismes  d’un  meme  fluide  qui 
auraient  pour  base  l’unité  de  surface,  et  dont  le  poids  mesurerait  ces 
pressions  ; par  ce  moyen , on  obtient  les  équations 

V et  v sc  rapportent  à une  même  masse  du 
fluide  dont  on  évalue  la  pression  ; H et  h 
sont  les  hauteurs  de  deux  prismes  du  même 
on  d’un  autre  fluide  dont  la  densité  = k‘  , 
les  poids  de  ces  prismes  mesurant  les  pres- 
sions , rapportées  à l'unité  de  surface , qui 
correspondent  aux  densités  k et  K.  On  a de 
plus  *■=:  a h. 


k 

— 
a k 

”7T 

v 


H , ou  h — H 

v 

H , ou  « = H 

y 

aH.k'gz=  ——  a H.  k'  g. 


256.  On  a fait,  dans  les  formules  précédentes,  abstraction  de  la 

température  , ou  plutôt  on  l’a  supposée  constante  ; mais  connaissant  la 

pression  d’une  masse  donnée  de  fluide  élastique  qui  occupe  un  certain 
volume  et  qui  est  à une  certaine  température , il  est  bon  de  pouvoir  en 
déduire  la  pression  correspondante  à .un  autre  volume  et  à une  autre 
température  ; on  a pour  cela  la  formule 

h — [(f  — 1 )p.  -4-  1]-^-//. 

Pour  connaître  la  pression  qu’exerce  la  masse  de  fluide  élevée  de  la 
température  zéro  à la  température  x , et  renfermée  de  manière  à 11e 

pouvoir  changer  de  volume  , il  faut  faire  v = U ; ce  qui  donne 

h — [{?*  — *)!*■  1 ] H. 

Il  paraît , d’après  quelques  expériences , que , dans  ce  dernier  cas , le 
gaz  azoth  mis  à la  température  de  l'eau  bouillante , exerce  une  pression 
égale  à sept  fois  celle  de  l’atmosphère.  Au  surplus , ces  équations  et 
celles  de  l’article  24^  résultent  de  l’application  d’une  méthode  particu- 
lière d’interpolation  à des  expériences  faites  sur  la  dilatation  des  fluides 
élastiques.  ( Voyez  le  Mémoire  cité,  art.  24p.) 


Digitized  by  Google 


3-e  PARTIE,  I.™  SECTION.  HYDROSTATIQUE. 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

t — pression  totale  sur 
la  surface  a. 

9 

T rouver  la  même  chose 
pour  un  fluide  élastique, 
lorsqu’on  connaît  le  rap- 
port de  sa  densité  actuelle 
à la  densité  qui  répond  à 
une  force  élastique  don- 
née. 

H et  h jont  respective- 
ment les  hauteurs  de  deux 
prismes  d'un  même  fluide, 
qui  ont  l'unité  de  surface 
pour  base,  et  dont  les  poids 
mesurent  les  pressions  rap- 
portées à l’unité  de  surface 
d’une  même  masse  de  fluide 
élastique  , occupant  le  vo- 
lume V , sous  la  charge  H 
et  à la  température  zéro , et 
le  volume  v sous  la  charge  A 
et  à la  température  x. 

VoytX.,  pour  le  surplus  de 
la  notation,  l’art.  249. 

1 79  • 

Connaissantla  pression, 
rapportée!  l'unité  de  sur- 
face  , d’une  masse  don- 
née de  fluide  élastique, 
qui  occupe  un  certain  vo- 
lume et  qui  est  à une  cer- 
taine température,  trou- 
ver la  pression  que  cette 
même  masse  exercerait  si 
elle  occupait  un  autre  vo- 
lume et  quelle  fût  à une 
autre  température. 
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2 $ J.  Ce  qui  précède  s’applique  aux  fluides  élastiques  qui  con- 
servent l’état  gazeux  sous  toutes  les  températures  ( ou  du  moins  à des 
températures  très-inférieures  à celle  de  la  glace)  ; mais  les  liquides  vapo- 
risés exercent  des  pressions  qui , considérées  quant  à l’application  qu’on 
en  fait  au  mouvement  de  certaines  machines , sont  données  par  les  seules 
températures.  J’ai  reconnu , en  appliquant  mes  formules  d’interpolation  à 
des  expériences  très -bien  faites , qu’on  avait  pour  la  vapeur  de  l’eau, 


h — M,//  H- 

et  pour  la  vapeur  de  l’alkool , 

-+-^„ 


Ces  formules  peuvent,  pour  fa  pratique, 
se  réduire  à 

h (s>‘  pour  I’mu  . 

A j>/  pour  l’alkoo!. 


2 j8.  Il  paraît  qu’en  général  la  forme  particulière  de  la  fonction  qui 
est  la  plus  propre  à représenter  les  phénomènes  des  fluides  élastiques  , 
considérés  quant  à leur  dilatabilité  et  aux  pressions  qu’ils  exercent  à 
différentes  températures , est 

AS//  -+-  A*,/ / -+-  V-mfJ  -+-  &c-> 
x étant  la  température;  /a.,,  fx*,  Scc. , ft , fu , &c. , des  constantes 
données  par  l’expérience. 


259.  Un  fluide  sans  pesanteur,  renfermé  dans  un  vase  où  il  est 
soumis  à l’action  d’une  puissance  qui  agit  sur  lui  par  le  moyen  d’un 
piston  adapté  à un  orifice  pratiqué  à ce  vase , étant  supposé  en  équi- 
libre, un  élément  difiérentio-différentiel  de  surface  courbe  en  contact 
avec  ce  fluide , éprouvera  une  pression 


260.  Il  est  bon  de  donner  la  valeur  de  vr  en  fonction  des  coordon- 
nées de  l’élément  difiérentio-différentiel  de  la  surface  courbe,  et  de  trouver 
celle  de  ses  composantes  parallèles  aux  axes.  Je  place  ici , à cette  occasion  , 
quelques  formules  qui  pourront  être  utiles  en  plusieurs  circonstances. 

L’équation  du  plan  tangent  est 

Les  ligne»  * — , y — y.  et  j 

sont  le»  trois  coordonnées  d’un  point  quel- 
conque du  pUn  tangent,  en  rapportant  l’o- 
rigine au  point  de  contact. 
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h = la  hauteur  d’un  prisme 

■ 80. 

de  mercure  qui  a l’unité  pour 

Trouver  les  formules 

base , et  dont  le  poids  mesure 

au  moyen  desquelles  on 

la  pression  cherchée. 

puisse  calculer  la  près- 

x = la  température  corres- 

sion  ou  fa  force  expan-, 

pondante  à la  charge,  h. 

sivc  des  vapeurs  de  l’eau  i 

Le  mètre  étant  l'unité  de 

et  de  l’alltoo!  , leur  tem- 

longueur,  et  la  température 

pérature  étant  donnée. 

étant  rapportée  au  thernio- 

mètre  centigrade,  on  a 

Pour  Veau  , 

I IJ. 

j>,  = 1,136006. 

La  forme  de  la  fonc- 

j>„  = 1,038037. 

lion  la  plus  propre  à re- 

J>„  = t,02’4'  0. 

présenter  les  phénomè- 

d 

0 

0 

0 

D 

O 

O 

O 

0“ 

1* 

II 

=£ 

nés  des  fluides  élastiques 

h.  = 0.023+03- 

considérés  quant  à leur 

— — 0,0234.03. 

dilatabilité  et  aux  près- 

Pour  ValkooL 

sions  qu'ils  exercent  à 

j>,  = 1,090391. 

différentes  températures, 

1 8 1 • 

.P»  = I.O+5+S3- 

«t  A J>‘  é*-  J>/ 

j>~  = 0,836030. 

ft,„  j>„*  -1-  &c. , * étant 

Trouver  la  pression 

/u,  = — 0,000058. 

la  température  et  /a, , 

d’un  élément  différen- 

fln  = •+■  0,024669. 

1 Ac- . J>,  . J».,  1 Ac. , 

tio-différenticl  d’une  sur- 

ftM  — - 1-  0,005677. 

des  consumes  qui  se 

face  en  contact  avec  un' 

/a,,  = — 0,030288. 

déterminent  par  l'expé- 

fluide  en  équilibre,  ren-; 

a - l'élément  diiférentio- 

rience. 

fermé  dans  un  vase  , et 

différentiel  de  la  surface 

sur  lequel  agit  une  puis-  j 

courbe  pressée  par  le  fluide. 

sanceparrinterméded’un; 

t , II  et  A ont  la  même 

piston  adapté  à un  ori- 

signification  qu’à  l’art.  247. 

fice  pratiqué  au  vase. 

x,  t y,  et  Z-  ,on*  I**  t°or" 

182. 

données  de  celui  des  élé- 

mens  dilféreniio-dilFércniiels 

1 rouver , 

de  la  surface  courbe  dont  on 

r.°  L’équation  du  plan 

considère  la  pression  et  au- 

tangent  dune  surface 

quel  on  suppose  que  se  rap- 

portent  le  plan  tangent  et  la 

normale. 

x et  £ sont  les  coordon- 

nées  d’un  point  quelconque 

du  plan  tangent. 
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— \(~n;) )y>  — zA- 


v 


Jx,  ' ’ > dj,'  ' Ll  dx, 

Les  équations  des  projections  de  la  normale  sont 


/11.) 

» ii r,  ' ) » Av  / 


Pour  le  J 


rr* 


' «O1,  ' ' ' 

La  perpendiculaire  menée  de  l’origine  sur  le  plan  de  contact , a pour 
longueur 


( 


il, 


dx,  ) X‘~^~  ( ’TZ)  J' 


— Z, 


V[i  -+-  (—■) 

et  les  coordonnées  du  point  où  cette  perpendiculaire  rencontre  le  plan  de 


( — )'] 
' ij,  J 


contact,  sont 


— ( 


aux  x , . . 


i.:)Ulr)*, 


(Tr)y. 


— zA 


(&/ 


-<fyV=îr)*, 


Parallèlement/ aux  y . . . 


iy. 


iy, 

'(■%)* 


— z A 


(—) 
• i*.J 


aux  z. 


u'-t)*, 


( J >,  / 

(fyy. 


Zi  ] 


(—) 
1 i,,  / 


On  a ensuite 


Cosinui 
forme  par 
et  par  l’aie 


de  l’angle  I I Cosinus  de  l’angle  ) 

la  normale  > : ( formé  par  le  plan  tan-  \ 

de»  x,  I J gent  et  par  le  plan  * /[. 


(vr> 


(tt> 


I 
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DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

x , y et  £ sont  ici  les  coor- 
données d’un  point  quelcon- 
que de  U normale. 

2.“  Les  équations  de 
projection  de  li  normale 
au  point  de  conuct. 

1 

3.”  La  longueur  de  la 
perpendiculaire  menée  de 
l’origine  sur  le  plan  tan- 
gent. 

I 

• 

4.0  Les  coordonnées! 
du  point  où  cette  per- 
pendiculaire rencontre  le 
plan  tangent. 

5.°  Les  cosinus  tant 
des  angles  formés  par 
la  normale  et  les  axes 
coordonnés  , que  de 
ceux  formés  par  le  plan 
tangent  et  les  plans  coor- 
donnés. 

Ee 
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Cosinus  de  l'angle  I J Cosinus  de  l’angle 
formé  par  la  normale  et  — — formé  par  le  plan  tan- 
par  l’axe  des  y,  j J geni  et  par  le  plan  x 

Cosinus  de  l’angle  ) j Cosinus  de  l'angle 

formé  par  la  normale  et  * formé  par  le  plan  tan- 

par  l’axe  des  \ J geni  et  par  le  plan  xy. 


V[ 


(—) 

1 dx,  ' 


1 dj,,  ' J 


V[ 


(—/ 
1 j*.  ' 


(—n 


261.  Cela  pose,  1 eicment  difFérentio- différentiel  w étant  supposé 
avoir  pour  projection  , sur  le  plan  xy , le  parallélogramme  élémentaire 
t Jx,  dy, , nous  aurons 


« = dx,  dy,V[  1 

ce  qui  donnera 

.dx,dyy[\ 


Y—/ 

1 j*.  J 


' <t,,  / J 


1 <>y.  ' i 


Les  valeurs  de  ( — — 1 

d*. 

d 7 

Jet/ -)  se  déduiront 

d', 

I de  l'équation  donnée  de 
I la  surface  courbe. 


expression  qui , sommée  dans  l’étendue  convenable  , donnera  la  somme 
des  pressions  normales  de  tous  les  élémens  d’une  portion  finie  de  sur- 
face courbe. 


262.  Les  composantes  de  vr,  parallèles  aux  axes  des  coordonnées, 
sont 

des  x . . . — / YL-  )dx. . dy,  ( Les  valeurs  de  ( YL. J ft  de 

des  y . . . -^Y-  ( ) dy,  .dx,  U ) « d«dui‘tnt  de 

n f tion  donnée  de  la  surface  courbe, 

des  Z • • -dx,dy, 

et  ces  expressions , qui  sont  respectivement  les  produits  de  Y-  par  les 

surfaces  des  projections  de  l’élément  u sur  les  plans  des  y z • des  x z et 
des  xy,  étant  sommées  dans  l’étendue  convenable,  donneront  les  pressions 
totales  d’une  portion  finie  de  surface  qui  s’exercent  parallèlement  à chacun 
des  axes  coordonnés. 


Parallèlement 
aux  axes.  . 


263.  On  déduit  de  ces  valeurs  une  conséquence  très- importante. 
L’hypothèse  de  l'article  259  subsistant,  imaginons  qu’un  corps  est  en- 
tièrement plongé  dans  le  fluide,  et  considérons  les  deux  élémens  opposés 
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DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

• 

• 

- 

.83. 

T 

Trouver,  dans  l*hy- 
poihèse  du  problème 
2io,  la  pression  d*un‘ 
élément  ditferentio-dîtfé- 
renticl  de  surface  en  fonc- 
tion des  coordonnées  de 

V * 

cet  élément. 

- 

i?4- 

Décomposer  la  pres- 

sion  donnée  par  la  so- 
lution du  problème  pré- 
cédent, en  trois  autres 
parallèles  aux  trois  axes 

coordonné». 

. 

1 

. 

- 

Un  fluide  renfermé  dans 
un  vase  et  soumis  à l’ac- 
tion d’une  force  qui  agit 

* 

sur  lui  par  l'intermède 

E c 1 
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de  sa  surface  qui  ont  pour  projection  commune  sur  le  plan  x y le  pa-- 
rallélogramme  élémentaire  dx,  dy,,  la  pression,  parallèle  à l’axe  des  j, 
de  l’élément  inférieur  ( on  suppose  que  c’est  celui  désigné  par  a , dont 

il  s’agit  dans  les  art,  2.61  et  261  ) sera  . dx,  dy, , et  celle  de  l’é- 
lément supérieur  sera  dx,  dy,.  Ainsi  le  corps  sera  en  équilibre  par 

rapport  aux  composantes  des  pressions  prises  parallèlement  à l’axe  des  j. 
Mais  si  l’on  fait  attention  qu’il  y a encore  , parallèlement  aux  y , un  élé- 
ment opposé  à celui  qu’on  a considéré  en  premier  lieu , ces  deux  élé- 
inens  ayant  une  projection  commune  sur  le  plan  xj,  et  la  surface  de 

cette  projection  étant  ( -yr-) dy ,-dx,  (ou  dz,  dx,,  en  ne  prenant  dz, que 

V/ 

par  rapport  à y,) , et  qu'il  y a parallèlement  aux  x un  autre  élément , 
ayant  avec  l’élément  u> , pour  surface  de  projection  commune  sur  le 

plan  yi,  le  produit  (-~^~)  dx,  . dy,  ( ou  dz , dy,,  en  ne  prenant  dz,  que 

par  rapport  à xJ,  on  en  conclura  que  l’équilibre  conclu  parallèlement  à 
l’axe  des  j , existe  aussi  parallèlement  aux  deux  autres  axes , et  qu’ainsi 
le  corps  est  dans  une  immobilité  absolue.  On  peut , si  l’on  veut , rendre 
le  raisonnement  plus  simple , en  observant  que  la  position  du  plan  xy 
est  arbitraire  , et  que  , quelque  part  qu’on  le  place , on  obtiendra  toujours 
des  équations  semblables  à celles  de  l’article  précédent. 

Cette  conclusion  est  générale  pour  tous  les  cas  où  un  corps  sera,  d’une 
manière  quelconque,  sollicité  sur  toute  l’étendue  de  sa  surface  par  des 
puissances  respectivement  perpendiculaires  et  proportionnelles  aux  élé- 
mens  différentio-  différentiels  sur  lesquels  elles  agissent. 

264..  Nous  pouvons  passer  à l’équation  générale  de  l’équilibre  d’un 
fluide  sollicité  par  des  puissances  quelconques.  On  trouve  pour  les 
conditions  de  cet  équilibre , 

dp  = k (Xdx  -+-  Ydy  -J-  Zdz) , 
ou dp  = kdi, 

265-  L’équilibre  d’un  fluide  n’est  possible  que  sous  certaines 
conditions , et  ces  conditions  se  réduisent  toujours  à celles  qui  rendent 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

d’un  piston , étant  sup- 
posé en  équilibre  , un 
corps  entièrement  plongé 
dans  ce  fluide  , et  qui 
par  conséquent  éprou- 
vera normalement , sur 
tous  les  élémens  de  sa 

surface  , des  pressions 
proportionnelles  à ces  é- 

le  mens,  sera,  par  cette 
raison  , lui-même  en  é- 

. 

quilibre. 

- 

< 

1 

p = la  pression  , rappor- 

i8j. 

tée  à l'unité  de  surface,  qui 

a lieu  au  point  dont  les  coor- 

Trouver  l’équation  gé- 

données  sont  x , y et 

A = la  densité  au  même 

nérale  de  l’équilibre  des 
fluides. 

point. 

CO 

0 

X , Y et  Z le»  puissance» , 

décomposées  parallèlement 

Déterminer  les  condi- 

aux  x , y et  x.i  <lu>  sollicitent 

117. 

tions  qui  doivent  avoir 

la  molécule  fluide , dont  les 

Les  conditions  qui 

lieu  pour  qne  l’équi- 

coordonnées  sont  x , y et  j. 

rendent  l’équilibre  d’un 

libre  d’un  fluide  soit 

X d x -+-  Y dy  ■+■  Z d ^ zzz  d Q>. 

fluide  possible  , sont  les 

possible. 
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une  fonction  intégrable.  En  effet , l’équation  précédente  est  obtenue  en 

substituant  dans  la  différentielle  complète , 


Jp  = (^rr)dx 


IttW 


les  valeurs 


(£)  = tx.  (■%■)  = kY,  (%■)  = kZ. 

II  suit  de  là , i ,°  que  Xdx  -+-  Ydy  -t-  Zdi  doit  être  une  fonction 
intégrable  par  elle -même  , indépendamment  de  toute  relation  particu- 
lière entre  x,y  et  £;  ce  qui  suppose  que  X,  J'  et  Z sont  fonctions 
de  x , y et  j , et  a lieu  sous  les  conditions  exprimées  par  les  équations 


(^)  = (J7T)‘  (■£)  = (- 


dx 


2..°  que  k doit  être  fonction  de  4>  seule,  ou  de  p seule,  ou  de  4*  et 
de  p , afin  que  l’équation  ne  renferme  que  les  deux  variables  p et 


266.  L’équilibre  est  toujours  possible,  lorsque  les  puissances 
qui  sollicitent  les  molécules  fluides  sont  dirigées  à des  centres  fixes  et 
fonctions  des  distances  entre  leurs  points  respectifs  d'application  et 
ces  centres.  L’équation  de  l'article  264.  se  change,  dans  ce  cas,  qui 
comprend  tous  ceux  de  la  nature  , en 

A.  [(x—a/)dx-t-(y  — 6/)dy-h-(Z  — c,)dZ] 

-+ — [(*— aJ  dx  -*-(y  — U dy-+-(z— tJdz] 

-+-  &c. 
qui  équivaut  à 

~j~  — Qd?k  Q.«d?„  •+■  Q.Md fw  -+- &c- 

267.  La  somme  S(dp) , prise  dans  toute  l’étendue  d'un  canal  quel- 
conque, infiniment  étroit,  et  qui  est,  ou  rentrant  sur  lui-même,  ou 
terminé  à deux  points  de  la  surface  extérieure  de  la  masse  fluide , cette 
somme , dis-je , est  toujours  nulle , en  ayant  égard  à la  résistance  de 
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* 

mêmes  que  les  condi- 
tions d’intégrabilitéd’une 
fonction  différentielle  de 

ê 

plusieurs  yariablcs. 

Q,  » Q„  > &c-  » «Ont  k* 
diverses  puissances  qui  solli- 

1 1 8. 

1B7. 

citent  la  molécule  dont  les 

Les  conditions  précé- 

Introduire  dans  l’é- 

coordonnées  sont  x , y et 

dentes  ont  toujours  lieu, 

quation  d’équilibre  des 

Ces  puissances  sont  diri- 

lorsque  les  puissances  qui 

fluides  les  puissances 

gées  à des  centres  fixes , dont 

sollicitent  les  molécules 

effectives  qui  sollicitent 

les  distances  respectives  à la 

fluides  sont  dirigées  à des 

une  molécule  quelcon- 

molécule  sollicitée  sont  j>  , 

centres  fixes  et  fonctions 

que. 

, &c. 

des  distances  entre  leurs 

Les  coordonnées  de  ces 

points  respectifs  d’appli- 

centres  fixes , rapportées  à 
l’origine  et  parallèles  aux 
axes  des  x , y et  sont 

respectivement 

cation  et  ces  centres. 

Ainsi  on  a 

* 

II 

X 

1 

J* 

V- 

+ 

>1? 

(*  — a,)  •+■  &c. 

r=-f  o-uh-Sc 

119. 

f,  -P,, 

Le  principe  des  vitesses 

(y  — K)  + &e. 

virtuelles  a lieu  dans  l’é 

Z = —(z  — c,)  + — 

p 1 V ‘ • 0 

«'s» 

quilibre  des  fluides. 

( Z — t„J  -H  &C. 
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la  paroi , si  le  fluide  est  renfermé  dans  un  vase  et  si  l’on  suppose  que  le 
canal  ait  une  de  ses  extrémités  à un  point  de  cette  paroi.  On  conclut 
de  là  que  pour  tous  les  cas  de  l 'équilibre  d’un  fluide , lcquation  sui- 
yante  a lieu  dans  toute  l’étendue  de  la  masse  : 


o 


Les  produits  k Q,k  Qul 
&c.  , sont  proportion- 
nels aux  forces  motrices 
que  chaque  puissance 
tend  à imprimer  à U 
molécule. 


qui  équivaut  à 

R' , R"  , &c. , repré- 
sentent ici  les  forces  mo- 
trices imprimées  à cha- 
que molécule. 

équation  identique  avec  celle  qu’on  déduirait  du  principe  des  vitesses 
virtuelles.  Cette  manière  de  vérifier  ce  principe  dans  l’équilibre  des 
fluides , et  la  démonstration  que  j’en  ai  donnée  pour  les  corps  solides , 
dans  le  n.°  5 du  Journal  de  l’École  polytechnique , me  paraissent 
nouvelles. 


R'dr'  -f—  R'dr  -f-  R'"  J/"  -+-  &c.  = o . . . 


268.  L’hypothèse  de  l’art.  1 66  subsistant,  l’équation 

dp  — kd§  — o 

fait  voir  que , lorsqu’un  fluide  est  parvenu  à letat  d’équilibre , il  y a 
une  certaine  fonction  de  p et  de  4»,  ou  de  p et  de  x,y , £,  qui  est  un 
maximum  ou  un  minimum. 


l6y.  Lorsque  k est  fonction  de  p , ce  qui  a lieu  dans  les  fluides 
élastiques , on  a pour  chaque  couche  dont  tous  les  points  éprouvent  la 
même  pression , d p ~ o , d’où  k — constante. 

Ainsi  ces  couches  , qu’on  appelle  couches  de  niveau , ont  toutes  leurs 
molécules  d’égale  densité.  On  a ensuite , par  une  conséquence  de  l’hypo- 
thèse que  p est  constante  , 

d$  = o , ou  Xdx  —H  Y dy  -+-  Zdi  = o. 

$ est  donc , en  particulier  , un  maximum  ou  un  minimum  pour  chaque 
couche  de  niveau  , la  relation  entre  les  coordonnées  des  divers  points 
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(JT-W  + (*-<)'] 

J>.=  /[(*  - a,  y +. 
&c. 

Q,  d j>t  - 4"  Qh  dj>t)  *4-  &c. 
Xdx-\-YdyJr-ld-^  — d<b. 
R' , R",  &c. , lont  les  ré- 
sultmtes  des  puissinccs  qui 
sollicitent  chaque  molécule 
fluide  respectivement. 

r'^r’^dcc. , sont  des  lignes, 
de  grandeur  arbitraire,  prises 
sur  les  directions  de/?',  R", 
& c. , à partir  de  chaque  mo- 

» 

lécule  fluide. 

120. 

Dans  l’hypothèse  du 
théorème  117,  il  y a 
toujours  une  certaine 
fonction  de  x , y et 
qui  est  un  maximum  ou 
un  minimum « 

î+- 

121. 

1 38. 

Des  couches  de 

Les  équations  des  sur- 

Trouver  l’équation  de 

niveau  dans  un 

faces  des  couches  de  ni- 

la  surface  d’une  couche 

fluide  en  équili- 

veau  dans  les  fluides  é- 

de  niveau  quelconque 

bre  sollicité  par 

(astiques  en  équilibre,  se 

dans  un  fluide  élas- 

des  puissances 
: quelconques. 

déduisent  de  la  considé- 
ration que  ® est  un  ma- 
ximum ou  un  minimum 
pour  ces  sortes  de  cou- 
ches. 

tique  en  équilibre. 

Ff 
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de  la  surface  de  cette  couche  étant  donnée  par  l’équation 

$ = constante. 

270.  Si  la  densité  k est  fonction  de  $ , et  ne  dépend  point  de  la 
pression  , ou  si  elle  est  constante , ce  qui  renferme  toutes  les  hypothèses 
de  fluides  incompressibles , on  aura  en  général 

p — f\k(Xdx  -+-  Ydy  -4-  Zdz) ] -+-  constante, 
et  l’équation  de  la  surface  de  la  couche  extérieure  pour  laquelle  p — o , 
sera 

/ \k(Xdx  -4-  Y dy  -4-  Zdz)\  = constante. 

27 1 . En  conservant  l’hypothèse  de  k , fonction  de  $ , qui  rend  k et  $ 
variables  ou  constantes  dans  les  mêmes  circonstances , toutes  les  couches 
de  l'intérieur  du  fluide  dans  l’étendue  desquelles  on  aura  $ = constante 
ou  d$  =:  o,  donneront  aussi  k — constante  ; toutes  les  molécules  de  ces 
couches  auront  la  même  densité,  et  l’équation  de  leur  surface  sera 

$ — constante  ; 

et  comme,  en  faisant  dans  l’équation  dp  — = O,  les  quantités  k 

et  $ constantes , on  a dp  — o , il  s’ensuit  que  dans  les  fluides  incom- 
pressibles en  équilibre , les  couches  dans  l’étendue  desquelles  d$  — o 
sont  des  couches  de  niveau , c’est-à-dire , dont  toutes  les  molécules  ont 
la  même  densité  et  éprouvent  la  même  pression. 

L’inverse  de  cette  proposition  n’est  pas  généralement  vraie  ; la  densité  k 
peut  être  constante  dans  des  sections  de  la  masse  de  certains  fluides  où  l’on 
n’aurait  ni  d$  — o , ni  dp  = o ; les  fluides  incompressibles  homo- 
gènes sont  dans  ce  cas. 


272.  Si  l’on  cherche  la  position  de  la  normale  à un  point'  quel- 
conque d’une  surface  qui  a pour  équation  différentielle 

d$  = o , ou  Xdx  -4—  Y dy  -4-  Zdz  = o, 
on  trouve,  pour  les  tangentes  des  angles  que  les  projections  de  cette 
normale  sur  les  plans  des  xj  et  des  y £ font  respectivement  avec  les 
axes  des  x et  des  y , 

i — Z 1 — Z 


1 dx  ' 
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s 8p. 

Trouver  la  même 
chose  pour  un  fluide 
incompressible  en  équi- 
libre. 

122. 

Si  dans  on  fluide  in- 
compressible en  équili- 
bre , A = fonction  de 
toute  couche  de  ce  fluide 
pour  laquelle  on  aura 
= constante  ( ce  qui 
donne  l'équation  de  la 
surface  de  cette  couche  ) 
sera  une  couche  de  ni- 
veau. 

ii*. 

Dans  un  fluide  en  é- 
quilibre,  la  résultante  de 
toutes  les  puissances  qui 
agissent  sur  une  molé- 
cule quelconque  , a une 
direction  perpendiculaire 
i la  surface  de  la  couche 
de  niveau  sur  laquelle  se 
trouve  celte  molécule. 

V90. 

Trouver  la  position  de 
la  normale  à la  surface 
d'une  couche  de  niveau 
d'un  fluide  en  équilibre. 

Ff  z 
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On  trouve,  d’un  autre  côté,  que  les  projections  de  la  direction  de  la 
résultante  des  puissances  X , Y et  Z sur  les  plans  des  xj  et  des  y i , 
font  (en  supposant  que  les  puissances  tendent  à rapprocher  la  molé- 
cule de  l’origine),  avec  les  axes  des  x et  des  y respectivement,  des 

angles  qui  ont  pour  tangentes  — — — et  — — — / donc  les  directions 

des  puissances  résultantes  qui  agissent  sur  chaque  molécule  d’un  fluide  en 
équilibre,  sont  perpendiculaires  aux  couches  de  niveau  dans  lesquelles 
ces  molécules  sont  respectivement  placées. 

273.  Dans  les  cas  où  toutes  les  puissances  sont  dirigées  à un 
centre  unique  et  fonctions  des  distances  au  centre , l’équation  d’équi- 
libre de  l’article  266  devient 

-j-  = *j-  [(*—*)  dx  ■+■  (y — h)  -+"  (l  ~ c)dZ] » 

ou  — Qdÿ. 

En  supposant  l’origine  au  centre  fixe , cette  équation  devient 

= (xdx  -+-  y dy  -+-  Zdl): 

et  si  la  densité  k est  constante  ou  fonctio  . de  p , l’équation  de  la  sur- 
face d’une  couche  de  niveau  quelconque  sera, 

x*  y1  -4-  j*  — constante , 

équation  à la  surface  d’une  sphère  dont  le  centre  coïncide  avec  le 
point  de  réunion  commun  des  directions  de  toutes  les  forces. 

274.  L’équation  générale  de  l’équilibre  des  fluides , appliquée  au 
cas  de  la  pesanteur , devient , en  supposant  que  l’axe  des  ç est  vertical 
et  que  la  pesanteur  tend  à diminuer  les  j , 


275.  Si  le  fluide  pesant  est  homogène  et  incompressible,  on  aura, 
en  intégrant  l’équation  précédente  , 

P = p rh  ks(h  — ZJ- 
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PROBLÈMES. 

Q — puissance  dirigée  à 
un  centre  fixe  qui  agit  sur 
une  molécule  quelconque. 

a , b , c sont  les  coordon- 
née» du  centre  fixe  , respec- 
tivement parallèle»  aux  x , 

y « z- 

• 

I24.. 

Li  surface  d’une  cou- 
che quelconque  de  ni- 
veau d’un  fluide  en  é- 
juilibre  , sollicité  par 
des  puissances  qui  ten- 
dent à ttn  centre  com- 
mun , est  une  surface 
sphérique  dont  le  centre 
coïncide  avec  le  point  de 
réunion  des  directions  de 
toutes  les  puissances. 

191. 

Trouver  l'équation  d’é- 
quilibred’un  fluide,  dans 
le  cas  où  les  puissances 
sollicitantes  ont  des  di- 
rections qui  tendent  à 
un  centre  commun. 

' • 

g — la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur. 

p = la  pression , rapportée 
à l’unité  de  surface , qui  alicu 
dans  le  plan  horizontal  pas- 
sant par  l’extrémité  de  ç. 

A — la  densité  des  mo- 
lécules fluides  comprises  dans 

ia$. 

Dans  le  cas  de  l’équi- 
libre des  fluides  pesans, 
les  molécules  d’une  mê- 
me couche  horizontale 
sont  également  pressées. 

192. 

Trouver  l’équation  de 
l’équilibre  des  fluides  pe- 
sans. 
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276.  La  pression  qu’on  vient  de  trouver,  ne  dépendant  nî  des 
coordonnées  x et  y ni  de  la  forme  du  vase , mais  uniquement  de  ren- 
foncement de  la  molécule  au-dessous  de  la  surface  supérieure  du  fluide , 
on  déduit  de  l’équation  précédente  l’égalité  de  pression  dans  toutes  les 
couches  horizontales  , et  le  niveau  du  fluide  à sa  surface  supérieure, 
dans  des  tuyaux  qui  se  communiquent  et  dont  le  nombre  et  la  courbure 
sont  arbitraires. 

277.  Si  l’on  prend  l’origine  des  £ à la  surface  supérieure  du 
fluide  , et  qu’on  compte  les  j positives  au-dessous  de  cette  surface  , 
on  aura 

p = -x(l  - y-  a). 

278.  Cette  pression  est  rapportée  à l’unité  de  surface;  et  on  a,  pour 
la  pression  d’un  élément  différentio- différentiel  u de  surface,  la  valeur 

<*^(l  -+-  a), 

qui  est  le  poids  absolu  d’un  prisme  du  fluide  , dont  la  base  serait  u et 
la  hauteur  1 -H  a. 

La  pression  à la  surface  supérieure  serait  u- x/t;  c’est  celle  due  à 
l’atmosphère  ou  à une  puissance  quelconque  qui  agirait  également  sur 
tous  les  points  du  plan  horizontal  passant  par  l’origine  des  £.  Cette  même 
pression,  à une  profondeur  £,  mais  dans  l'hypothèse  où  on  aurait  établi 
le  vide  au-dessus  de  la  surface  supérieure  , serait  wtt j;  d’où  on  conclut 
le  théorème  1 26. 

27p.  On  trouve  pour  la  somme  des  pressions  normales  qui  s’exercent 
sur  une  surface  quelconque  , 

sr.J'jYs  a)  JA], 
qui  a pour  valeur.  . . .ir  A (H  — t—  a) , 

et  d’où  on  déduit  les  théorèmes  127  et  128,  en  observant  que  •x AH 
se  rapporte  à la  pression  particulière  du  fluide,  et  •x Aa  à la  pression 
qui  s’exerce  sur  une  étendue  égale  à A de  la  surface  supérieure  du  fluide. 

’ 280.  On  a , art.  261  , 

» = ilxjy  /[,  -+-  (!±-)  -4-  (^)\. 

valeur  qui,  substituée  dans  celle  de  l’art.  278  , donne  pour  la  pression 
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ce  plan  horizontal , qui  , p<mr 
le  cas  de  l’art.  275  , est  1a 
densité  constante  de  toute  la 
masse  fluide. 

P = la  pression , rapportée 
à l’unité  de  surface  de  l'at- 
mosphère ou  toute  autre  pres- 
sion constante  qui  s’ererce  à 
la  surface  supérieure  du  flui- 
de. S'il  s'agit  de  l'équilibre 
de  l'eau  , P équivaut  au  poids 
d’un  prisme  d’eau  qui  a l'u- 
nité pour  base  et  10,392 
mètres  de  hauteur. 

a = la  hauteur  d’un  prisme 
du  fluide  homogène  et  incom- 
pressible dont  on  cherche  la 
pression  , ce  prisme  ayant  l'u- 
nité pour  base  et  un  poids 
égal  i P. 

Ii  = l’abaissement  de  l’o- 
rigine des  1 au-dessous  de  la 
surface  supérieure  du  fluide. 

1 = la  pesanteur  spéci- 
fique du  fluide  supposé  ho- 
mogène et  incompressible. 


A — la  surface  dont  on 
cherche  la  pression. 

H — la  distance  du  centre 
d’inertie  delà  surface  pressée 
à la  surface  supérieure  du 
fluide. 
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îî- 

126. 

193. 

De  l’instru- 

Un  fluide  pesant  doit 

Appliquer  cette  équa- 

ment  appelé  iy- 

s’élever  au  même  niveau 

tion  au  cas  où  le  fluide 

fhon. 

dans  un  nombre  quel- 

est  homogène  et  incom- 

conque  de  tuyaux  ou 

pressible. 

syphons  , de  courbure 
arbitraire,  qui  commu- 
niquent entre  eux  ; et 
cette  propriété  a lieu  é- 
galement  dans  le  vide 
et  dans  un  milieu  qui 
exercerait  sur  tous  les 
points  de  la  surface  su- 
périeure du  fluide  une 
pression  commune  quel- 
conque. 

1 17- 

Une  portion  difTé- 

rentio-  différentielle  de 
surface  plongée  dans  un 
fluide  pesant , homogène 
et  incompressible  , é- 

• 

prouve,  dans  le  cas  de 
l’équilibre,  une  pression 

égale  au  poids  d’un  pris- 
me de  ce  fluide  qui  aurait 
cette  surface  pourbase,  et 
pour  hauteur  son  enfon- 
cement dans  le  fluide  ; 
plus  à la  pression  que 
cette  même  surface  é- 
prouverait  si  elle  était 
placée  au  niveau  supé- 

rieur  du  fluide. 

128. 

» 

Si  une  surface  quel- 
conque est  plongée  dans 
un  fluide  pesant , la  som- 
me des  pressions  norma- 
les qu 'éprouve  chacun 
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qu’exerce  un  fluide  pesant,  homogène  et  incompressible,  sur  un  élément 

différentio- différentiel  de  surface, 

*(l  -+-  <*).dxdyV[i  H-  (■—■)  *+■  (-Jj-)  3- 

281.  Et  les  composantes  de  cette  pression  , parallèles  aux  axes 
coordonnés , sont 

Ides  x.  . . — TT ■(  1 -t-  a)(  )dx  ,dy 

des  y tc(Z  H-  a)(-^~)dy.dx 

des  5...  -k (1  a)dx dy. 

282.  Concevons  deux  plans  horizontaux  infiniment  près  , qui 
coupent  la  surface  pressée  et  qui  comprennent  entre  eux  une  zone 
fermée , et  dont  le  contour  entier  soit  en  contact  avec  le  fluide.  Obser- 
vons ensuite,  i.°  que  (—£■  ) dx  et  (— ~)dy  sont  égaux  entre  eux, 

et  rt  la  distance  entre  les  deux  plans  horizontaux  ; 2°  que  j est  constant 
pour  la  section  de  la  surface  faite  par  l’un  ou  l’autre  de  ces  plans  ; 
3.0  qu’il  y a toujours  soit  dans  la  direction  parallèle  aux  x,  soit  dans 
celle  parallèle  aux  y , deux  élémens  opposés  qui  ont  la  meme  projection 
dh  dy,  sur  le  plan  yj,  ou  d dxt sur  le  plan  xj , et  qui  éprouvent,  dans 
ces  directions  respectives , des  pressions  égales  et  directement  opposées , 
et  nous  aurons  pour  la  zone  dont  il  s’agit , 

S{rr(z  -+-  a)( )dxdy]  = o 

S[-7r(z  -+-  •*)(■—■  )dydx]  = o. 

La  même  destruction  des  forces  a lieu  pour  une  portion  quelconque  de 
la  zone  , dans  le  sens  parallèle  à la  corde  qui  soutend  l’arc  de  courbe  que 
cette  portion  de  zone  embrasse  ; et  le  résultat  de  cet  article  donne  le 
théorème  1 zp  , en  observant  qu’une  suite  de  zones  élémentaires  pour 
chacune  desquelles  la  propriété  sus-énoncée  a lieu , fournit  une  zone 
de  grandeur  finie  qui  jouit  de  cette  même  propriété. 
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de  ses  clémens  est  égale 
au  poids  d’un  prisme  du 
même  fluide  dont  labase 
comiendrait  autant  d’uni- 
tés superficielles  que  la 
surface  pressée  , et  dont 
la  hauteur  serait  égale  à 
l'enfoncement  dans  le 
fluide,  du  centre  d’iner- 
tie de  cette  surface  pres- 
sée; plus  à la  pression 
qui  s’exerce  sur  une  por- 
tion de  la  surface  supé- 
rieure du  fluide  pareille- 
ment égale  à la  surface 
pressée. 

194. 

Trouver  les  compo- 
santes , parallèles  aux 
axes  coordonnés  , de  la 
pression  qu’un  fluide  pe- 
sant , homogène  et  in- 
compressible , supposé 
en  équilibre  , exerce  sur 
un  élément  diflerentio- 
diffïrentiel  d'une  surface 
quelconque. 

I 

1 

129. 

Une  surface  étant  plon- 
gée dans  un  fluide  pe- 
sant et  en  équilibre  , les 
pressions  horizontales 
qui  s’exercent  sur  une 
zone  de  cette  surface 
renfermée  entre  deux 
plans  horizontaux  et  sup- 
posée en  contact  avec  le 
fluide  dans  toute  son  é- 
tendue,  se  détruisent  ré- 
ciproquement. La  meme 
destruction  a lieu  pour 
une  portion  de  cette  zo- 
ne , séparée  du  reste  par 
un  plan  vertical  , relati- 
vement aux  composantes 
horizontales  parallèles  à 
ce  plan  vertical# 

Gg 
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283.  Soient  £(  et  im  les  coordonnées  de  deux  élémens  différentio- 
différentiels  opposés  de  la  surface  pressée  qu’on  suppose  se  trouver  dans 
la  même  verticale  et  avoir  dxdy  pour  projection  sur  le  plan  des  xy;  la 
pression  , parallèle  aux  du  prisme  infiniment  mince  terminé  par  ces 
deux  élémens  ditTérenlio- différentiels , sera 

'7r(l„  — Z,  -+-  o)Jxdy. 

C’est  la  même  pression  verticale  qu’éprouverait  le  prisme  élémentaire  de 
fluide  qui  remplace  le  prisme  correspondant  du  corps  plongé:  conclusion 
qui  d’ailleurs  est  évidente  d’elle- même. 

En  étendant  ce  résultat  à une  portion  finie  et  à toutes  les  valeurs 
possibles  de  parmi  lesquelles  se  trouve  i,  = o , on  trouve  les 
théorèmes  130  et  1 3 1 . 

284.  Les  composantes  uniques  qui  représentent  les  sommes  des 
composantes  élémentaires  de  l’art.  281  , sont  à des  distances  des  plans 
coordonnés  dont  voici  les  valeurs  : 


Composantes 
uniques  qui  repré- 
sentent les  sommes 
des  composintes  é- 
lémcntaires  parallè- 
les aux  axes  des . . . 


x,  dont  la  distance 
au  plan 


y , dont  la  distance 
au  plan 


j,  dont  la  distance 
au  plan ...... 


|xî  est.. . . 
[ycest 


! (l  ■+■  a)  z(  I 

S\(l+-a)  (-^—)dx.dy\ 

s ! <1  a) y ( ) d*'d>  1 

s \ (■{•+-  *)  ( -j—jdx.dy  \ 

s I (z  a)  z( ~jy~) dy-dx\ 
S Ml-*-*  J (-~Jdy.dx\ 

S ] (1  ■*-  a)  x ( ) dy.dx  ) 

S\(z  + a)  (-jj-)dy.dx  J 

I ( z g)  y dy.dx  \ 

s l (1  ■+■  a ; dxJy] 

S | ( j -t -a)  xdx.dy  ) 

J | ( î •+*  ajdx.dy  J 


en  prenant  les  sommes  dans  l’étendue  convenable. 
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et  sont  les  deux  coor- 
données de  deux  élémcns  dif- 
ferentio  - différentiels  d’une 
surface  pressée  par  un  fluide  : 
élémens  qui  sont  supposés 
placés  dans  la  meme  verti- 
cale. 

130. 

Un  prisme  vertical  pris 
dans  un  corps  plongé  dans 
un  fluide  pesant  et  en  é- 
quiÜbrc  et  dont  les  deux 
bases  font  partie  de  la  sur- 
face de  ce  corps  , éprouve 
la  meme  pression  verti- 
cale que  le  prisme  de 
fluide  qu'il  remplace. 

a , x , y et  1 ont  la  meme 
signification  qu’à  l’article 
281. 

✓ 

*3 I# 

Un  corps  plongé  en 
tout  ou  en  partie  dans 
un  fluide  pesant  et  en 
équilibre,  éprouve  de  la 
part  de  ce  fluide  une 
poussée  verticale  repré- 
sentée par  une  puissance 
unique  y égale  au  poids 
de  la  niasse  fluide  dé- 
placée, et  dont  la  direc- 
tion passe  par  le  centre 
d’inertie  de  cette  masse  ; 
d’où  il  suit  que  ce  corps 
perd  une  partie  de  son 
poids  égale  au  poids  de 
la  masse  fluide  qu’il  dé- 
place. 

19;. 

Une  surface  courbe 
étant  pressée  par  un  fluide 
pesant,  homogène  et  in- 
compressible, trouver  les 
sommes  des  composantes, 
parallèles  aux  trois  axes 
coordonnés  , des  pres- 
sions , et  les  distances 
aux  trois  plans  coordon- 
nés , des  directions  des 
trois  composantes  qui 
représentent  ces  sommes. 

Gg  x 
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285.  Ces  trois  composantes  se  réduiront  à une  composante  unique, 
lorsque  les  conditions  énoncées  art.  145),  auront  lieu.  Dans  ce  cas, 
la  composante  unique  sera 

r = Y(Xk  -+-  r -+-  z*;, 

et  fera  respectivement  avec  les  axes  ds  ex , des  y et  des  j , des  angles 
dont  les  cosinus  seront 

X Y Z 

d(X‘  *4-  Y*  -h  Z‘J  ‘ V (X‘  ■+■  Y*  ■+■  Z‘J  ' Y‘  Z‘j  ‘ 

286.  Les  momens  des  poussées  par  rapport  à chacun  des  axes 
coordonnés , sont  : 

Ides  x...vfS[z(  1+  aj  Jj/.dx]  | 

* J 

« 7 

des  y,  ..t  ( a)  dx  H y] S [t(  ^ -4-  a)(  — - — )dx.dy ] ) 

* 

d?  ifx 

de»  i.  ..*(  S[i(i+-  a)(-~)dxdy\  — S[x  (i  + a)(——)Jy.dx]  J. 

« x dy 

287.  Soit  une  surface  cylindrique,  à base  quelconque  , dont  la 
ligne  droite  génératrice  est  horizontale , parallèle  à l’axe  des  x et  de 
longueur  variable  ; cette  surface  étant  supposée  présenter  sa  convexité 
au  plan  x j donnera 

(J±.)Jx  = o,  = 

ensuite,  pour  intégrer  par  rapport  à dx , il  suffira  de  substituer  £ à Jx  ; 
ce  qui  changera  les  valeurs  de  l’art.  281  en 

X—  o , Y=—  'xS[£(i-\-a)di\  , Z = — TrS[%(i-+-a)Jy]; 

et  on  aura  pour  les  distances  des  directions  de  Y et  de  Z aux  plans 
coordonnés  : en  observant  que  chaque  zone  horizontale  élémentaire 
étant  également  pressée  sur  toute  sa  longueur , on  peut  la  regarder 
comme  concentrée  dans  son  point  milieu , auquel  les  coordonnées  x , 
y et  j sont  censées  appartenir. 


Digitized  by  Google 


3*  PARTIE,  i.r*  SECTION.  HYDROSTATIQUE.  237 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PR  OB  LÈM  ES. 

X = - t.J[Cï  4-  a) 
( -7 —)d*4y\. 

a x 

Y — — 4-  a) 

(jLL)Jydx]. 

Z = t *S  \ a)  dx  dy\ 

■ 96. 

Trouver  , lorsqu’il 
existe  une  résultante  uni- 
que , sa  quantité  et  sa 
direction. 

197. 

Trouver,  par  rapport • 
à chacun  des  trois  axes 
coordonnés,  les  sommes' 
des  rnomens  des  pres- 
sions. 

£ r=  la  longueur  d’une 
zone  horizontale  quelconque, 
infiniment  étroite,  de  la  sur- 
face cylindrique. 

x = la  distance  du  milieu 
de  \ au  pian  des  y 

■ 

198. 

Appliquer  les  solutions, 
des  problèmes  généraux 
223  , 224.,  22  ; et  226,1 
i.”  Au  cas  d’une  sur- 
face cylindrique  à base 
quelconque,  dont  U ligne 
droite  génératrice  est  ho-l 
rizontale  ; 

Digitized  by  Google 


23S 


COURS  DE  MÉCANIQUE, 

Le»  deux  composante»  K et  Z 
pourront  »e  composer  en  une 
seule,  si  elles  sont  à la  même 
distance  du  plan  y z>  ou  si  on  a 

•H  g*7t  ">dl\ 

J I £ ~ 

S\Z*tl  s/Jyj 
J i l (l  ■+•  *)  dJ>  1 

Si  ces  Jeux  directions  sont  dans  le  meme  plan  vertical , d’après  la 
condition  énoncée  ci-dessus  , qui  est  comprise  dans  celle  de  l’art,  i , 
la  résultante  unique  aura  pour  valeur, 

W\s[Uz  -+-  *)H\  I*  -H  \S[Z(1  -+-  *;w. 

et  fera  avec  l’horizon  un  angle  dont  la  tangente  sera 

— S[Z(i  -t-  a)dy) 

S[Z(z 

Le  contour  de  la  surface  pressée  devant  être  donné,  on  a £ et  x, 
chacun  en  particulier  , en  fonction  de  Z-  O'1  a aussi  llne  équation  entre  j 
et  y , qui  est  celle  de  la  section  verticale  de  la  surface  ; en  sorte  que  toutes 
les  intégrales  de  cet  article  dépendent  des  quadratures. 

Si  la  surface  est  terminée  par  deux  plans  verticaux  parallèles  au  planyj, 
et  dont  la  distance  = A,  on  aura  £ = b,  x = b -H  c;  et  il  n’y 
aura  plus  d’autres  variables  que  j et  y. 

288.  Sur  posons  que  la  ligne  droite  génératrice  de  la  surface 
cylindrique  soit  verticale , de  longueur  constante , son  extrémité  supé- 
rieure se  trouvant  toujours  dans  le  plan  des  xy  à la  surface  supérieure 
du  fluide;  supposons  de  plus  que  la  surface  pressée  ait  avec  le  plan 
des  x z deux  intersections  sur  deux  lignes  verticales,  le  point  supérieur 
de  l’une  de  ces  lignes  étant  l’origine  des  coordonnées  ; on  aura 

ILa  valeur  de  Y est  la  même  qu'on  obtiendrait 
pour  le  parallélogramme  dont  b serait  la  base  et  - 
la  hauteur. 

Il  faut,  dan»  chaque  cas  d'application  , donner 
à l'indéterminée  £ une  valeur  particulière  relative 
à la  hauteur  sur  laquelle  on  veut  avoir  la  pression. 

Si  la  surface  supérieure  du  fluide  n’éprouve  aucune  pression , 


Distance  de  la  direction 
de  Y au  plan  des ... 


I V- 


■rz- 


Distance  de  la  direction 
de  Z au  plan  de 


|V- 


S 1 1 ;it+rN;  I 


J Ig 

(> 

•+- 

aJdi) 

•m 

7 fl 

-4- 

\ 

S |E 

(l 

«yrfj) 
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-4- 
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• 

c =;  I»  distance  au  plan  y £ 
de  celui  des  plans  verticaux 
qui  en  est  le  plus  près, 

> 

r •*’* 

a.”  Au  cas  d’une  sur-J 
face  cylindrique  à base, 
quelconque,  dont  la  ligne 
droite  génératrice  en  ver- 

b — distance  entre  les 
deux  lignes  d'intersection  du 
plan  * 1 et  de  1a  surface  cy- 
lindrique. 

ticale. 

• 
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on  a a — o;  Ét  la  distance  de  ia  direction  de  Y au  plan  des  xy 

devient  = y 

289.  Il  résulte  du  théorème  13  1 , que  si  un  corps  solide  et  homo- 
gène est  plongé  dans  un  iluide  pesant  , homogène  et  incompressible, 
le  centre  d’inertie  de  ce  corps  montera , n'aura  aucun  mouvement  ver- 
tical , ou  descendra  respectivement , selon  qu’une  des  trois  conditions 
suivantes  aura  lieu  ; 

p V<tr  U ; p V = rx  U ; pV>ir  U. 

2C)0.  Supposons  que  le  corps  soit  composé  d’une  masse  de  forme 
quelconque,  entièrement  submergée  et  fixée  à l’extrémité  inférieure  d’un 
cylindre,  de  telle  manière  que  les  centres  d’inertie  et  de  figure  de  tout 
le  système  se  confondent  en  un  seul  point  situé  dans  le  prolongement 
inférieur  de  l’axe  du  cylindre  ; on  aura  l'instrument  nommé  aréomètre . 
qui , lorsque  la  densité  du  fluide  sera  assez  grande  pour  que  la  condition 
p V < -7T  U puisse  être  remplie , en  y joignant  celle  qu’une  partie  du 
cylindre  soit  submergée,  aura  une  position  telle  que  l’axe  du  cylindre 
sera  vertical.  Cet  instrument,  très-utile  et  très-employé  dans  la  phy- 
sique, la  chimie  et  les  arts,  sert  à comparer  et  à mesurer  les  pesanteurs 
spécifiques  des  fluides  par  ses  diflerens  enfoncemens. 

29  1.  L’enfoncement  dû  à une  pesanteur  spécifique  donnée,  se 
calcule  par  la  formule 

p — tv  étant  l'excès  du  poids  de 
l'instrument  sur  le  poids  de  l'eau  dépla- 
cée par  ia  boule  , on  la  la  raison  de 
fa  sensibilité  de  l'aréomètre  , dans  la 
possibilité  de  rendre,  par  fa  construction 
de  cet  instrument , l’excès»  — tv  aussi 
petit  qu’on  veut , de  telle  sorte  qu'un 
léger  changement  dans  vt  cause  un  grand 
changement  dans  x. 

292.  Si  l’on  suppose  que  7 r devienne  tt' , on  aura,  pour  le  rapport 
entre  l’augmentation  de  pesanteur  spécifique  et  l'élévation  de  l’aréomètre, 
f 4 P ( "*'  — ’X  ) 

X — .Y  “ ; — 7 — On  aura  en  meme  tempj  xîx'ctïî»': 

n r n l r * 


P t*  ' 

TT  — — , d OU  X = 


+l 'r— 


fi 

y 
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DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

V — volume  du  corps. 

V = volume  du  fluide 
déplacé. 

V = volume  de  la  partie 
du  corps  qui , fixée  à l'catre- 
tniié  intérieure  du  cylindre, 
est  toujours  submergée. 

p = pesanteur  absolue  du 
corps. 

•b  = pesanteur  spécifique 
du  fluide. 

tt‘  = une  autre  pesanteur 
spécifique  dont  l’aréomètre 
donne  la  différence  avec  la, 
precedente. 

x — la  longueur  submer- 
gée de  la  tige  de  l’aréomètre 
pour  la  pesanteur  spécifi- 
que t. 

x'  = la  longueur  corres- 
pondante pour  la  pesanteur 
spécifique  t'. 

^ = le  diamètre  de  la  tige 
de  l'aréomètre. 

n = le  nombre  de  fois 
que  le  diamètre  est  contenu 
dans  la  circonférence. 

S 6. 

De  l’instrument 
appelé  aréomètre. 

«3*> 

Le  diamètre  de  la  partie 
cylindrique  ou  de  la  tige 
de  l'aréomètre  demeurant 
le  même  , la  sensibilité 
de  cet  instrument,  poui 

1 99» 

Les  dimensions , la 
forme  et  le  poids  d’un 
aréomètre  étant  connus  , 
trouver  de  combien  il. 
s’enfonce  dans  un  fluide 
d'une  pesanteur  spécifi- 
que donnée  ; et  récipro- 
quement, déduire  la  pe- 
santeur spécifique  del’en- 
fonccment. 

200. 

Trouver  , au  moyen 
de  l'aréomètre  , la  diffé- 
rence et  le  rapport  des 
pesanteurs  spécifiques  de 
jdeux  fluides. 

H h 

Digitized  by  Google 


l4fZ  COURS  DE  MÉCANIQUE, 

d’où  Ton  déduit 

T , T(X  *‘)l * 


f f » 

7 r — TT  = z « 7 r . 


f * — »Vt‘ 


/»  — $ ai(*  — *‘A’ 


293.  La  pesanteur  spécifique  restant  la  meme,  si  ion  place  un 
poids  additionnel  au  haut  de  la  tige  de  l’aréomètre , l’enfoncement  sera 


294.  La  densité  7r  devenant  7 r' , et  ayant  tt7  >7r,  si  l'on  charge 
l’aréomètre  d’un  poids  u , tel  que  .v  ne  varie  pas  , on  aura 


r . 

p -f-  6»  9 


1 r — 


U T 

P 


Ces  formules  contiennent  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  appliquer  le 
calcul  aux  observations  faites  avec  l’aréomètre;  graduer  cet  instrument, 
former  des  tables , &c. , pour  les  fluides  homogènes  et  incompressibles 
qui  jouissent  éminemment  de  la  propriété  énoncée  art.  247-  Mais  on 
a fait  abstraction  de  l’adhésion  et  de  toute  espèce  d’action  du  fluide  sur 
le  corps  plongé  , différente  de  la  pression  hydrostatique  calculée  art. 
2 7p  , circonstances  auxquelles  il  faut  néanmoins  avoir  égard  dans  les 
expériences  très-délicates. 


295.  Nous  avons  supposé  au  corps  plongé,  dans  tout  ce  qui  pré- 
cède, une  situation  telle,  que  les  actions  combinées  de  sa  pesanteur  et 
de  la  poussée  du  fluide  ne  tendaient  pas  à lui  faire  changer  de  position  ; 
il  faut,  pour  cela,  que  les  forces  résultantes  qui  représentent  cette  pe- 
santeur et  cette  poussée , soient  égales  et  directement  opposées , et  la 
position  du  corps,  dans  ce  cas,  se  nomme  position  J équilibre. 

, Les  positions  d’équilibre  d’un  corps  sont  données  par  les  racines  d'urte 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


57- 

Des  position* 
d’équilibre  d’un 
corps  plongé  dans 
un  fluide. 


THEOREMES. 


indiquer  les  changemens 
de  pesanteur  spécifique, 
est  proportionnelle  à son 
poids  absolu.  Cette  sen- 
sibilité est  , en  général , 
pour  difTércns  aréomè- 
tres , dans  les  raisons  , 
directe  du  poids  de  l’ins- 
trument , et  inverse  du 
carré  du  diamètre  de  la 
tige. 

1 33- 

L’cnfoncement  de  I’a- 
réométre  dû  à un  poids 
additionnel  placé  au  haut 
du  cylindre,  est, lorsque 
la  pesanteur  spécifique  ne 
change  pas , proportion- 
nel à ce  poids  dans  un 
aréomètre  donné.  Pour 
différens  instrumens 
renfoncement  suit  les 
raisons , directe  du  poids 
additionnel  , et  inverse 
du  carré  du  diamètre  de 
litige. 


*34- 

Un  corps  plongé  dans 
un  fluide  pesant,  homo- 
mogène  et  incompressi 
ble,  est  dans  une  posi- 
tion d’équilibre  lorsqu’il 
déplace  une  portion  du 
Huidc  d’un  poids  égal  au 
sien  , et  que , de  plus , 
les  centres  d'inertie  de 


PROBLÈMES. 


201  . 

Trouver  l’enfonce- 
ment de  l’aréomètre  pro- 
duit par  un  poids  addi- 
tionnel placé  au  haut  de 
sa  tige. 

202. 

Trouver , par  l’emploi 
des  poids  additionnels 
placés  au  haut  de  la  tige 
d’un  aréomètre,  les  diffé- 
rences et  les  rapports 
des  pesanteurs  spécifi 
ques  de  plusieurs  fluides. 


203. 

Trouver  la  position 
d’équilibre  d’un  corps 
homogène  plongé  dans 
un  fluide;  ce  qui  se  ré- 
duit en  général  à ré- 
soudre le  problème  sui- 
vant : 

Couper  y par  un  plan 

H h a 


Digitized  by  Google 


24-4  COURS  DE  MÉCANIQUE, 

équation  qui  en  indique  le  nombre;  elles  sont  quelquefois  en  nombre  infini, 
ce  que  l’analyse  indique  pareillement.  Le  problème  général  de  la  recherche 
de  la  position  d'équilibre  d’un  corps  peut  se  ramener  au  suivant  : 

Couper  , par  un  plan,  un  corps  homogène  de  figure  donnée , de  manière  que 
te  volume  de  l'un  quelconque  des  segmens  soit  à celui  du  corps  dans  un 
rapport  donné , et  que  la  ligne  droite  qui  passe  par  le  centre  d inertie 
du  corps  et  par  ceux  des  segmens , soit  perpendiculaire  au  plan  coupant. 

Voici  la  solution  générale  de  ce  problème. 

Prenons  l’origine  des  coordonnées  au  centre  d’inertie  de  la  masse 
entière  ; les  équations  de  Y axe  normal  étant 

^ =-%rx;  i y = irx- 

l’équation  d’un  plan  quelconque  perpendiculaire  à Y axe  normal  ou  pa- 
rallèle au  plan  coupant , sera 

— x -4-  -^-y  = K (a). 

Z.  Z.  1 7 

K sont  les  distances  de  l’origine  auxquelles  ce  plan 

✓ « — » 

rencontre  respectivement  les  axes  des  j , des  y et  des  x ; la  partie  de 
Y axe  normal  comprise  entre  l’origine  et  ce  plan  , a une  longueur  égale  à 

K Z. 

é(*,x  •+•  y.‘  î.2  1 

et  les  cosinus  des  angles  que  ce  meme  plan  fait  axec  les  plans  des  xy, 
des  xj  et  des  yj,  sont  respectivement 


K. 


Z -+ 
K et-i 


plan  xy . . , 

z. 

v (*é  y,*  ■+•  Cl 

plan  xj.  . . ■ 

y. 

é(*é  yé  zé) 

plan  y j.  . . 

X, 

é y,‘  -+-  Cl 

La  valeur  de  J tirée  de  l’équation  (a) , et  substituée  dans  l’équation 
j z=.  f(x.y)  de  la  surface  du  corps,  donne 

On  trouve  pur  Icj  règles  du  calcul  inté- 
gral , l’aire  totale  circonscrite  par  la  courbe 
dont  l’équation  est  ci  à côté,  exprimée  en 
fonction  de  K , x,,  y,  et  j,. 


Jj_ 

y. 


K — 


y. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

ce  corps  et  du  fluide  dé- 
placé sont  dans  une  même 

un  corps  homogène  de  fi- 
gure donnée  , de  manière 

Al  =:  volume  total  du 
corps. 

Le  plan  coupant  est  celui 
qu’un  suppose  diviser  le 
corps. 

L’axe  normal  est  la  ligne 
qui  passe  par  l’origine  des 
coordonnées  où  est  le  centre 
d'inertie  du  corps  et  par  les 
centres  d’inertie  des  segmens, 
et  qui  est  , par  l’état  de  la 
question  , perpendiculaire  au 
plan  coupant. 

n : l = rapport  de  1? 
masse  entière  à celui  des 
segmens  dont  le  centre  d’i- 
nertie est  dans  la  région 
des  x j y , £ positives. 

x,  , y,  , sont  les  coor- 

donnéesdececcntre  d’inertie. 

Z = f(x,y)  , équation 
de  la  surface  du  corps. 

/f  = la  longueur  , sur 
l’axe  des  comprise  entre 

l’origine  et  le  point  où  cet 
axe  rencontre  un  plan  quel- 
conque parallèle  au  plan  cou- 
pant, 

A = l’aire  d’une  section 
du  corps  faite  par  un  pian 
quelconque  parallèle  au  plan 
coupant.  Cette  quantité  A 
est  fonction  de  K , x,  , yt 
et 

K,  = la  plus  grande  va- 
leur de  K , correspondante  à 

verticale. 

que  le  volume  de  l'un  des 
segmens  soit  n celui  du 
corps  dans  un  rapport 
donné  , et  que  la  ligne 
droite  qui  passe  par  le 
centre  d'inertie  du  corps 
et  par  ceux  des  segmens  , 
soit  perpendiculaire  au 
plan  coupanti 
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C’est  l'équation  de  ia  projection  sur  le  plan  xy  , du  périmètre  de  la 
section  faite  dans  le  corps  par  le  plan  dont  l’équation  (a)  détermine 
la  position.  L’aire  circonscrite  par  ce  périmètre  étant  divisée  par  le  co- 
sinus i,  : V (x,1  — I—  y*  H—  z'  ) , donnera  la  valeur  de  A,  qui  est 
fonction  de  x ,,  y, , z,  et  K. 

Si  l’on  fait  A = o , on  déduira  de  cette  équation  une  valeur  de  K, 
qui  sera  celle  de  Kr 

Autrement , faisant  dans  l’équation 


■+■  ~y  —f  (*■?)' 


pc  = — — z*  et.y  = — ~~  Z*  ce  donne  pour  la  relation  entre  lor- 


donnée  j de  l’axe  normal  et  la  ligne  K , l’équation 


K=(- 


fr 


■z) 


et  faisant  dK  = o , on  aura  une  valeur  de  z • qui  sera  celle  de  z • 
correspondante  à la  plus  grande  valeur  K \ de  K ; et  les  coordonnées 
de  l’extrémité  de  K,  seront 

*,  y,  | On  aura  par  conséquent 


Maintenant  on  a pour  la  valeur  de  la  somme  des  tranches  élémentaires 
du  solide  perpendiculaire  à l’axe  normal , l’expression 


r-  / A dK. 

On  intégrera  en  regardant  K comme  seule  variable  ; on  complétera  l’in- 
tégrale dans  l'hypothèse  qu’elle  s’évanouit  lorsque  K = Kt , et  on  aura 
la  valeur  de  la  portion  du  volume  du  corps  comprise  entre  les  deux  pians 
perpendiculaires  à l’axe  normal  qui  coupent  cet  axe  aux  extrémités  de  AT 
et  de  Kt. 

Cette  intégrale  sera  fonction  de  xt , yt , z,>  K et  & Si  on  l’égale  à 
Af 

• , et  qu’on  déduise  de  cette  équation  une  valeur  de  K,  cette  valeur 


sera  celle  de  Ka;  l’équation  du  plan  coupant  sera  donc 


dans  laquelle  il  n’y  a plus  que  x ,,  y , et  z,  d’inconnues. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

T H É O R Ê M ES. 

PKOBLÈ  ME  S. 

celui  des  plans  perpendicu- 
laires à V axe  normal  qui  rase 
ia  surface  du  corps. 

Kt,  = la  partie  de  Yaxe 
normal  comprise  entre  l’ori- 
gine  et  le  plan  coupant. 

x et  y sont  les  coordon- 
nées du  centre  d’inertie  de 
la  section  A , respective- 
ment parallèles  aux  x , au x y 
et  aux 

sont  les  sommes 
des  momens  , par  rapport  aux 
plans  des  xy,  xç  et  y ^ , 
des  tranches  élémentaires  per- 
pendiculaires à l’axe  normal , 
prises  depuis  le  plan  coupant 
jusqu'à  l’extrémité  du  corps. 

x„, y„  et  sont  les  coor- 
données de  l’extrémité  de  Kr 

- 
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Pour  les  déterminer , on  cherchera  les  valeurs  de  jj , * et  1,  qui 
sont  fonctions  de  xt , yt , ç,  et  K , et  on  prendra  les  intégrales 


— -fAldK,  r/A'J K,  . ■ * 

-J>.  i * t*,  -*■/.  -+-0/  -*-s, 


fA>dK, 


V(*‘  1-  ^ O*/'  '■  d{i,‘ if) 

depuis  K jusqu’à  À",,  en  les  complétant,  de  manière  qu’elles  s’éva- 
nouissent lorsque  A'  = AT,;  et  après  les  avoir  ainsi  complétées  , en  y 
faisant  AT  = Km,  on  aura  ainsi  en  xt , y , et  h les  valeurs  de  y.,,  y,0  et  yin. 
Enfin , on  posera  les  équations 


fit 


•Z/=A*„ 


■y,  — 


M 


*,  = f*,  > 


qui  donneront,  en  quantités  toutes  connues,  les  valeurs  devf,y(  et  *. 

La  recherche  des  positions  d’équilibre  des  corps  flotians  homogènes  , 
n’avait  pas  encore  été , que  je  sache , ramenée  à la  solution  du  problème 
général  qui  fait  l’objet  de  cet  article,  où  ce  problème  est , je  crois,  résolu 
pour  la  première  fois.  On  peut  appliquer  sa  solution, à tout  corps  terminé 


* On  peut  présenter  U solution  du  problème,  de  manière  que  les  intégrales  commencent 

à l’origine  des  coordonnées;  pour  cela,  on  prendra  l’intégrale  ; —, — f Ad  K, 

depuis  K — o , jusqu’à  K = K, , en  la  complétant  de  manière  qu’elle  s’évanouisse 
lorsque  A'  = O ; et  en  y faisant  ensuite  K — K,,  nommant  Ai,  cette  intégrale  définie  qui 
est  exprimée  en  fonction  de  x, , y,  et  j, , la  quantité  Al , sera  le  volume  de  la  partie  du  corps 
comprise  entre  un  plan  perpendiculaire  à l’axe  normal  qui  coupe  cct  axe  à l’origine  et 
la  limite  du  corps. 


Au  moyen  des  intégrales,  définie  M, , et  indéfinie  — fAd K I la  pro- 

*(*,  C,V  / 

tuière  étant  toujours  supposée  complétée  de  manière  qu'elle  s'évanouisse  lorsque  A'  = o j on 

aura  A„  en  posant  l’équation  f Ad  K — Al, , et  dégageant  A, 

Vf  *,-«-/,•+-  CV  ■ 

dont  la  valeur  sera  celle  de  K,,. 


Enfin,  prenant  les  sommes  des  momens 


L 


f A %d  K , 


“ ; ^7 — f A xdK  , ; — ; — fAldK;  I .•  depuis  K — O 

V(*,  -+-  {,  J -t-  j>,  1,  1 

jusqu’à  K — K,,  2.”  depuis  K=  O,  |usqu'à  K — K„,  et  désignant  respectivement  les 
intégrales  définies  par  P, , Pu,  Pm  ; p, , p„ , pm  qui  seront  fonctions  de  *,,/,«  j,  , on 
aura  pour  évaluer  x, , y,  et  ç, , les  équations 


M 

B 


Z. 


= d3„ 


P.‘ 
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par  une  surface  courbe , dont  tous  les  points  se  déterminent  par  une 
seule  équation  ; cependant  il  y aura  beaucoup  de  cas  où  des  considé- 
rations particulières  et  immédiates  simplifieront  les  calculs  et  abrégeront 
ia  solution. 

2^6-  Les  corps  prismatiques  , les  cylindres  à base  quelconque  , 
mais  perpendiculaires  sur  l’aréte  ou  apothème  longitudinal,  et  les  solides 
de  révolutions , supposés  homogènes , ont  des  positions  d’équilibre  dont 
Ja  détermination  ne  soutîre  aucune  difficulté , théorème  133. 


297.  Les  corps  prismatiques  ou  cylindriques  , mentionnés  dans 
l’article  précédent , et , en  général , ceux  symétriques  par  rapport  à un 
plan  , ont  des  positions  d’équilibre  dans  lesquelles  le  plan  , par  rapport 
auquel  ils  sont  symétriques , est  vertical , les  conditions  du  théorème  134 
étant  d’ailleurs  remplies. 


298-  Un  exemple  simple  suffira  pour  faire  voir  comment  différente/ 
positions  d’équilibre  d’un  corps  sont  données  par  une  même  équation. 
Supposons  que  le  solide  est  un  prisme  triangulaire  dont  les  arêtes  soient 
horizontales  et  les  plans  des  bases  perpendiculaires  sur  ces  arêtes , il 
faudra  considérer  deux  cas  ; savoir , t .°  celui  où  les  bases  ont  un  angle 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

i 

PROBLÈMES. 

1 3 s * 

Les  solides  de  révolu- 

1 

t 

• 

lion  , les  corps  prismati- 
ques, dont  les  bases  sont 
perpendiculaires  à l’arête 
longitudinale,  les  corps 
cylindriques  dont  les 
bases  sont  perpendicu- 
laires à la  ligne  droite 
génératrice  f l'expression 
surface  cylindrique  étant 
prise  dans  l'acception  la 
plus  générale  ) , tous  sup- 
posés homogènes,  ont, 
entreautres  positions  d'é- 
quilibre, les  deux  posi- 
tions dans  lesquelles  l’axe 
de  révolution  , l’arête 
longitudinale  ou  la  ligne 
droite  génératrice  sont 
verticales. 

136. 

Les  solides  prismati- 
ques  et  cylindriques  sus- 
mentionnés, et  ceux,  en 
général , qui  sont  symé- 
triques par  rapport  à nn 
plan  , ont  des  positions 
d’équilibre  dans  lesquel- 
les te  plan  par  rapport 
auquel  ils  sont  symétri- 
ques est  vertical. 

2O4.. 

Trouver  les  positions 
d’équilibre  d’un  prisme 
triangulaire  plongé  dans 
un  fluide , dans  le  cas  où 

. I i 2 
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plongé  dans  le  fluide  et  deux  angles  hors  du  fluide;  2.0  le  cas  inverse. 
Le  premier  cas  conduit  aux  équations 

x*  — 2 ex’ cos. m H—  — . labex  cos.  n .a1  £*  — o, 

X » 

p a b 

en  supposant  que  i’angle  plongé  dans  le  fluide  est  celui  formé  par  les 
côtés  a et  b. 

Le  second  cas  conduit  aux  équations 
x*  — 2 ex1  cos.  m -H — - — — 2abcx  cos.  n ^ — a1  b'  — o , 

X X 

t — p a b 

y = . / 

en  supposant  que  le  seul  angle  hors  du  fluide  est  celui  formé  par  les 
côtés  a et  b. 

Les  équations  en  x ont  trois  racines  positives  qui  résolvent  la  question, 
et  une  racine  négative  qui  lui  est  étrangère  ; ce  qui  donne  le  théorème  137, 


2C)().  Si  l’on  applique  la  solution  générale  précédente  au  cas  où  les 
triangles  des  bases  sont  isocèles;  en  faisant  a = b,  on  trouvera: 


I.”  position  x — y 


Premier  ess, dans  1 
lequel  on  suppose  1,  i|ion 
que  l’angle  for-  1 
rue  par  les  deux  ^ 
côtés  égaux  est 
seul  plongé  dans 
le  fluide.  f 3-c  position' 


= c cos.  m -t-  Y ( c'  cos.*  m — a') 


y = c cos.  rn  — Y ( c*  cos.*  m 
= c.co».  m — Y ( c*.cos.‘  m • 


■a') 
■ a') 


I .’*  position  x z=  y 


Les  seconde 
et  troisième  po- 
sitions offrent  des 

c.cos.  m Y( c*. cos.*  m — a ')  1 valeurs  de  x et/ 

\ égales  et  inver- 
sées j ce  qui  ré- 


Second cas,  dans 
lequel  on  suppose  j a'e  position 
que  l’angle  formé 
parles  deux  côtés 
égaux  est  seul 
hors  du  fluide.  . j..  poiition 


I * = C cos.  m -+-  Y ( c'  cos.*  m 
J y = c cos.  m — Y (c'  cos.*  m 


■ o / 


■*-r  , 
■—-a) 


x — c cos.  m — Y(  c‘  cos.*  m — -a' J 


[ y — c cos.  m -t-  Y(  c*  cos.’  m — — — - a') 


suite  nécessaire- 
ment de  l’isocé- 
iisme  du  triangle. 
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La  possibilité  de  la  solution  du  problème  précédent  suppose  que  la 
valeur  du  rapport est  renfermée  dans  certaines  limites  qui  sont 
données  par  les  inégalités  : 

^ p 2 ac oi.  m — a * p c*  . cos.*  m 

1. cr  Cas . . . — > ï , — < à / 

t a t fl 

^ P 2 (a1  — flc.c0s.7n)  p fl*  — c1  cos.2  m 

2. e  Cas . . . — < ; , — > r • 

k a i fl 

Dans  le  cas  du  triangle  équilatéral , ces  conditions  deviennent  respecti- 
vement : 


a.*  Cas . . 


L 

•X 


Je  m'abstiens,  pour  abréger,  de  donner  d’autres  exemples,  celui-ci 
ayant  d’ailleurs  présenté  tous  les  détails  nécessaires  à l’objet  que  j’ai  en 
vue  ; mais  il  sera  bon  , lorsqu’on  exposera  cette  théorie  aux  élèves , de 
rechercher  les  positions  d’équilibre  de  quelques  autres  corps. 


500.  Le  problème  de  la  détermination  des  positions  d’équilibre 
d’un  corps  flottant  est  lié  à une  théorie  extrêmement  importante  par  les 
applications  qu’on  en  fait  aux  constructions  navales , celle  de  la  stabilité  ; 
nous  verrons  bientôt  la  signification  précise  de  ce  mot. 

Un  corps  plongé  dans  un  fluide  étant  dans  la  position  d’équilibre  , 
nous  nommerons  plan  de  flottaison  la  section  de  ce  corps  par  la  surface 
supérieure  horizontale  du  fluide. 

Imaginons  que  ce  corps  soit  infiniment  peu  dérangé  de  la  position 
d’équilibre  , de  manière  cependant  que  le  poids  du  fluide  déplacé  de- 
meure toujours  égal  au  poids  du  corps  , le  plan  de  flottaison  sera  en 
partie  plongé  au-dessous  et  en  partie  élevé  au-dessus  de  la  surface 
supérieure  du  fluide  ; et  on  démontre  que  la  ligne  droite  qui  séparera 
ces  deux  parties,  passe  par  le  centre  d’inertie  du  plan  de  flottaison. 
Nous  appellerons  cette  ligne  axe  du  plan  de  flottaison. 
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NOTATION. 


DÉFINITIONS. 


THÉORÈMES. 


PROBLÈMES. 


58. 

Pu  plan  de 
flottaison  d’un 
corp»  plongé  et 
en  équilibre  dans 
un  Suide. 


Î9- 

De  l'axe  do  plan 
de  flottaison. 


138. 

Un  corpi  plongé  dam 
un  fluide  étant  dans  la 
position  d'équilibre , s'il 
est  dérangé  de  cette  po- 
sition avec  la  condition  , 
1.®  que  le  dérangement 
est  infiniment  petit  , 
que  le  poids  du  fluide  dé- 
placé demeure  toujours 
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^Ol.  Plaçons  l’origine  des  x,  y,  1 au  centre  d’inertie  du  corps. 
Soit  constamment  le  plan  xy  le  plan  horizontal  passant  par  le  centre 
d’inertie , l’axe  des  y étant  suppose  parallèle  à l’axe  du  plan  de  flottaison. 
On  voit  que  dans  la  situation  d’équilibre,  la  position  des  plans  des  xy 
et  yi  n’est  pas  la  meme  par  rapport  au  corps  qu’après  la  rotation  u ; 
le  plan  seul  des  xj  coupe  toujours  le  corps  aux  mêmes  points. 

Le  moment  de  la  poussée  du  fluide  par  rapporta  l’axe  des^  sera  égal  à 

P(a  -+-  -jr)  “• 

Le  moment  est  pris  positivement  lorsque  la  poussée  du  fluide  tend 
à élever  la  région  des  x et  j positives  , et  par  conséquent  à diminuer 
l’angle  w. 


^02.  Ayant  ainsi  déterminé  le  sens  dans  lequel  la  poussée  du 
fluide  doit  tendre  à faire  tourner,  pour  produire  un  moment  positif, 
on  voit , par  la  nature  des  quantités  qui  entrent  dans  la  valeur  de  ce 
moment , que  son  signe  dépend  de  celui  de  a et  de  la  différence  entre  a 


et  — q—  ; cette  valeur  est 


positive  lorsque. 


Ce  signe  de  a a beu  lorsque  le 

tst  positif. j centre  d’inertie  du  fluide  déplacé 

est  plus  élevé  que  celui  du  corps. 


[ a est  négatif  et  qu’on  a — > a. 


nulle  lorsque a est  négatif  et  qu’on  a ■ 


négative  lorsque.  . . . a est  négatif  et  qu’on  a -L  < a. 


Ce  signe  de  a a lieu  lorsque  le 
centre  d’inertie  du  fluide  déplacé 
' est  plus  abaissé  que  celui  4U 
corps. 


Dans  le  premier  cas  , la  poussée  du  fluide  dont  la  résultante  est  dirigée 
dans  la  région  des  x positives  , tend  à diminuer  l'angle  formé  par  les  plans 
primitif  et  actuel  des  xy  ou  d es  yz , c’est-à-dire,  a , par  rapport  à la  rota- 
tion autour  de  l’axe  des  y , un  effet  contraire  à celui  de  la  puissance  qui 
a produit  le  dérangement. 

Dans  le  troisième  cas,  la  poussée  du  fluide  dont  la  résultante  est 
dirigée  dans  la  région  des  x négatives , concourt , quant  à la  rotation 
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NOTATION. 


P = le  poids  total  du  corps 
ou  celui  du  fluide  déplacé. 

V — le  volume  du  fluide 
déplacé. 

On  nomme  respectivement 
\plans  primitifs  et  plans  ac- 
tuels des  xy  ety^,  les  sec- 
tions du  corps  par  les  plans 
xy  et  y £ , dans  la  position 
d'équilibre  , et  après  que 
cette  position  a été  déran- 
gée par  la  rotation  ta  autour 
de  l'axe  des  y. 

Nota,  Le  mot  plan  des  xy  ou 
des  y 1 , sans  épithète  , désignera 
toujours  le  plan  actuel, 

q = le  moment  d’inertie 
du  plan  de  flottaison  par 
rapport  à Vaxe  du  plan  de 
| flottaison . 

a = la  distance  entre  les 
centres  d'inertie  du  corps  et 
du  fluide  déplacé  dans  la  po- 
sition d'équilibre , cas  auquel 
ces  deux  centres  sont  dans 
la  même  verticale  : cette  dis- 
tance est  prise  positivement 
lorsque  le  centre  d'inertie  du 
fluide  déplacé  est  plus  élevé 
que  celui  du  corps. 

ta  =:  l'angle  infiniment 
petit  décrit  par  le  corps  au- 
tour de  Vaxe  du  plan  de  \ 

| flottaison  , à partir  de  la  po- 
sition d'équilibre.  Le  mou-  j 
vement  de  rotation  ta  est  sup- 
posé tel , que  la  partie  sub- 
mergée du  plan  de  flottaison  '| 
répond  à la  région  des 
positives. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


égal  au  poids  du  corps 
la  ligne  droite  qui  sépa- 
rera la  partie  submergée 
du  plan  de  flottaison  de{ 
celle  qui  ne  l'est  pas 
passera  par  le  centre  d’i 
nertie  de  ce  plan. 


PROBLEMES. 


206. 

Trouver  le  moment 
de  la  poussée  d 'un  fluide 
sur  un  corps  flottant  in- 
finiment peu  dérangé  de 
la  position  d'équilibre, 
par  rapport  à un  axe  ho- 
rizontal passant  par  le 
centre  d'inertie  de 
corps , et  parallèle  à Vaxe 
du  plan  de  flottaison. 


Kk 
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autour  de  l’axe  des  y , avec  la  puissance  qui  a produit  le  dérangement , 

et  tend  par  conséquent  à l’augmenter. 

Dans  le  second  cas,  la  poussée  du  fluide  dont  la  résultante  passe 
par  l’axe  des  y,  ne  tend  ni  à diminuer  ni  à augmenter  l’angle  décrit 
par  le  corps  autour  de  cet  axe. 

Ce  moment , qui  mesure  l’énergie  avec  laquelle  la  restitution  du 
corps  à la  position  d’équilibre  tend  à se  faire , est , comme  on  voit , 
proportionnel  à l'angle  décrit. 

303.  Si  plusieurs  corps  flottans  sont,  à partir  de  la  position  d’équi- 
libre , inclinés  d’une  même  quantité  angulaire  <*>  infiniment  petite  , les 

valeurs  de  P (a  H y ) qui  appartiendront  à chacun  de  ces  corps 

en  particulier , mesureront  leurs  stabilités  respectives  par  rapport  aux 
axes  autour  desquels  on  suppose  qu’ils  ont  décrit  l’angle  u>  ; stabilités 
qui  seront  positives , nullcs  ou  négatives  , suivant  que  les  quantités  qui 
les  mesurent  se  trouveront  dans  l’un  des  trois  cas  de  l’article  précédent. 

304.  La  résultante  verticale  de  la  poussée  du  fluide  rencontre  le 

plan  xy  à une  distance  (a  -H y) u de  l’axe  des  y , et  se  trouve 

dans  la  région  des  x positives  ou  négatives , suivant  que  le  premier  ou 
le  troisième  cas  de  l’article  302  a lieu. 

Cette  même  résultante  rencontre  le  plan  primitif  des  yi  à une  distance 

a Je  l’axe  des^,  et  le  point  de  rencontre  se  trouve  pareillement 

au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  xy , qui  renferme  le  centre  d’inertie, 
selon  que  a H y est  positif  ou  négatif. 

305.  Le  second  point  de  rencontre  dont  j’ai  parlé  dam  l’article 
précédent,  répond  à celui  que  Bouguer  a nommé  métacentre.  On  voit 
que  la  poussée  de  l’eau  tendra  à diminuer  ou  à augmenter  l’angle  u 
décrit  par  le  corps  flottant  autour  de  l’axe  des  y , suivant  que  le  méta- 
centre sera  plus  élevé  ou  plus  abaissé  que  le  plan  horizontal  dans  lequel 
se  trouve  le  centre  d’inertie  du  corps. 
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60.  *39- 

De  la  stabilité  Le  momtnt  dont  '* 
d’un  corps  flot-  v,leur  est  demandée  par 
tant  , positive  , ,e  P’’0*’1™*  235  , est 
nulle  ou  néga-  proportionnel  à l’angle 
tlytl  décrit  par  le  corps  autour 

de  l’axe  auquel  ce  mo- 
ment se  rapporte. 


207. 

Trouver,  dans  l’hypo-, 
thèse  du  problème  pré-j 
cèdent , les  distances  à 
l’axe  des  y , des  points  où 
la  résultante  rencontre 
tant  le  plan  actuel  xpl 
que  le  plan  primitif 


Du  métacentre. 


140. 

Un  corps  flottant  ayant, 
à partir  de  la  position  d'é- 
quilibre , décrit  un  angle 
infiniment  petit  autour 
d’une  ligne  horizontale 
passant  par  son  centre 
d'inertie  , 1a  poussée  du 


Kk  z 
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306.  Considérant  le  moment  de  la  poussée  du  fluide  par  rapport 
à l’axe  des  x , et  prenant  ce  moment  positivement  lorsque  la  poussée 
tend  à faire  tourner  autour  de  l’axe  des  x en  élevant  la  région  des  y 
et  1 positives , on  aura  pour  sa  valeur 


P_ 

y 


A w. 


Le  signe  de  cette  expression  dépend  de  celui  de  A. 


307.  La  résultante  de  la  poussée  du  fluide  rencontre  le  plan  xy  à 
une  distance  de  l'axe  des  x , et  se  trouve  dans  la  région  des  y 

positives  ou  négatives , suivant  que  A est  positive  ou  négative  respec- 
tivement. 

On  voit , par  cette  expression  , que  le  point  qu’on  a appelé  métacentrc, 
art.  30 j , est  à une  distance  du  plan  vertical  xj  perpendiculaire  à l’axe 
du  plan  de  flottaison  et  passant  par  le  centre  d’inertie  du  corps  , pro- 
portionnelle à u.  Ce  point  se  trouve  toujours  pour  différentes  valeurs 
de  u qui  se  rapportent  à un  même  axe  de  rotation  sur  une  même  ligne 
menée  dans  le  plan  primitif  des  yi,  passant  par  le  centre  d’inertie  et 

faisant  avec  l’axe  des  y un  angle  dont  la  cotangente  = a v^-y-  'ÿ  ' ^orS(lue 

A = o , le  métacentre  est  toujours  sur  une  ligne  de  position  fixe  dans  le 
corps  et  passant  par  le  centre  d’inertie.  Nous  examinerons  bientôt  ce  cas. 

308.  Généralisant  les  problèmes  des  articles  301  et  307  , on 
trouve  pour  la  valeur  du  moment  de  la  poussée  du  fluide , par  rapport 
à un  axe  horizontal  quelconque  passant  par  le  centre  d'inertie  , 

Z5  j a sut.  fl  H p J u. 

Le  moment  est  pris  positivement , lorsque  l'axe  auquel  on  rapporte  ce 
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NOTATION* 


a = la  somme  des  produits 
des  élémcns  diflcrentio-difle- 
tiels  du  plan  de  flottaison  par 
les  rectangles  des  distances  de 
chacun  de  ces  élémcns  à Taxe 
do  plan  de  flottaison  et  à la 
ligne  d’intersection  du  plan 
et  du  plan  de  flottaison. 
Les  distances  à l'axe  du  ptandc 
flottaison  sont  prises  positive* 
ment  ou  négativement,  sui- 
vant quelles  se  trouvent  du 
côté  de  la  partie  submergée 
ou  élevée  du  plan  de  flottai-  . 
son.  Les  distances  au  plan  | 
des  x ^ sont  prises  positive-  ! 
ment  ou  négativement,  sui- | 
vant  qu’elles  se  trouvent  du 
côté  des  y positives  ou  né-  | 
galives. 


0 l’angle  formé  par  l’axe 
des  x et  par  l’axe  auquel  on 
rapporte  le  moment  de  la 
poussée  du  fluide.  L’origine 
de  9 est  sur  l’axe  des  x,  et 
(es  9 positifs  se  comptent  dans 
la  région  des  x et  y positives. 


DÉFINITIONS. 


THÉORÈMES. 


fluide  tend  à diminuer  ou 
à augmenter  cet  angle , 
suivant  que  le  mitaetntn 
est  au-dessus  ou  au-des- 
sous du  plan  horizontal 
dans  lequel  se  trouve  le 
centre  d’inertie  du  corps. 


PROBLÈMES. 


208. 

Trouver,  dans  l’hypo- 
thèse du  problème  206, 
la  valeur  du  moment  de, 
la  poussée  du  fluide  par!! 
rapport  à un  axe  horizon- 
tal passant  par  le  centre 
d’inertie  du  corps , et  per- 
pendiculaire à une  ligne 
qui,  passant  par  le  meme 
centre  , serait  parallèle  à! 
V axe  du  plan  de  flottai- 
son, 

209. 

Trouver,  toujours  dans 
les  mêmes  hypothèses  J 
la  distance  à l’axe  des  x J 
de  la  direction  de  la  ré- 
sultante de  la  poussée  du 
fluide,  et  la  ligne  tracée 
sur  le  plan  primitif  des! 
y Z Hut  » pour  différentes i 
inclinaisons  autour  d’un 
même  axe  , est  Je  lieu 
géométrique  du  tnéta- 
centre. 


210. 

Trouver  le  moment 
de  la  poussée  verticale 
du  fluide  par  rapport  à 
un  axe  horizontal  quel- 
conque passant  par  le 
centre  d’inertie  du  corps. 

I 
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moment  ,'  passant  dans  l’angle  des  .v  et  y positives , la  poussée  du  fluide 
tend  à faire  tourner  autour  de  cet  axe  en  élevant  l’axe  des  x , ou , plus 
généralement,  lorsque  la  partie  du  corps  que  la  poussée  tend  à élever 
est  à droite  du  spectateur,  dont  l’œil,  placé  à l’origine  des  coordonnées, 
regarde  la  partie  de  l’axe  de  rotation  qui , d’abord  placée  dans  l’angle 
des  ret_y  positives , est  supposée  prendre  diverses  positions  en  tournant 
de  droite  à gauche  autour  de  l’axe  des  j. 

En  supposant  A positif,  l’expression  précédente  coïncide  avec  celles 

jr  A / . in  circonf.  A circonf. 

des  art.  301  et  3 06 , respectivement , lorsque  ü — et  0 — -• 


30p.  Si  loti  égale  à zéro  la  valeur  précédente,  on  trouvera 
tang.  0 = — — .• 

c’est  la  tangente  de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  des  x la  ligne  horizontale 
qui , passant  par  l’origine , rencontre  la  direction  de  la  résultante  de  la 
poussée  verticale  du  fluide. 

Cette  valeur  de  tang.  0 peut  aussi  s’obtenir  en  divisant  la  distance 
-y-  w , art.  30 7 , à l’axe  des  x,  par  la  distance  (a  H-  ~)  u , art.  3 04, 
à l’axe  des  y. 


310.  Si  l’on  suppose  en  général  tang.  0 rrr 


du  moment  donnée  art.  308  , deviendra 

* (m  — 1 ) 


a V 


, la  valeur 


Pu  cos.  0 , 


qui , en  supposant  que  la  résultante  de  la  poussée  du  fluide  rencontre 
le  plan  xy , dans  l’angle  des  s et  ; positives  , est  positive  , nulle  ou 
négative , suivant  que 


m > 1 , m = j , ou  m < t . 

En  général , a et  A étant  supposés  positifs , l’expression  précédente 
sera  positive  depuis  0 = arc  tang.  , jusqu’à  0 = arc.  tang. 

— — — circonf. , et  négative  depuis  cette  dernière  valeur  de  0 

jusqu’à  0 — circonférence. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

i c 
» 

«v 

21  I# 

Trouver  l'axe  passant 
par  le  centre  d’inertie  par 
rapport  auquel  la  poussée 
du  fluide  est  nulle. 

tn  est  an  nombre  positif 
quelconque. 

Arc  tang.  — — î àé- 

aV- 4-  ÿ 

signe  lare  dont  U ungente 

A 

- 

212. 

Déterminer  dans  quelle 
étendue  II  position  d*un 
axe  horizontal  passant  par 
le  centre  d’inertie  peut 
varier,  sans  que  le  signe 
du  moment  de  la  poussée 
du  fluide  change,  et  assi- 
gner la  position  qui  *é- 
pare  les  momens  positifs 
des  momens  négatifs. 

4 V q 
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31  I.  Là  quantité  q qui  entre  dans  la  valeur  du  moment,  donnée 
art.  301  , y a été  introduite  par  la  considération  des  centres  d'inertie 
des  onglets  élémentaires , engendrés  par  le  plan  de  flottaison  autour  de 
l'axe  du  plan  de  flottaison  ; et  on  peut  remarquer  que  les  distances  , à ce 
dernier  axe , des  centres  d’inertie  des  onglets , sont  respectivement  égales 
aux  distances  au  même  axe  considéré  comme  axe  de  rotation  des  centres 
d'oscillation  des  segmens  du  plan  de  flottaison  correspondans  aux  onglets. 

3 12.  St  le  plan  de  flottaison  est  symétrique  par  rapport  à sa  ligne 
d’intersection  avec  le  plan  vertical  primitif  des  x 1 , qui  est  perpendi- 
culaire à l'axe  du  plan  de  flottaison  et  passe  par  le  centre  d’inertie  du 
corps  , la  valeur  du  moment  de  la  poussée  du  fluide  , donnée  art.  308, 
et  rapportée  à un  axe  horizontal  quelconque  mené  par  le  centre  d’i- 
nertie , devient , en  observant  que  A = o , 

P (a  H p-  J a>  sin.  0. 

Ce  moment  est  nul  lorsque  0 = o , et  il  devient  P (a  H — p-  ) ». 

Lorsque  9 = ç circonf  , la  distance  de  la  direction  de  la  résultante 
au  plan  des  xj  est  nulle.  Les  mêmes  choses  ont  lieu  , à plus  forte 
raison , lorsque  le  corps  entier  est  symétrique  par  rapport  au  plan  primitif 
des  xi . 

'3  1 3.  Le  cas  des  corps  prismatiques  et  cylindriques  homogènes,  qui 
dans  la  position  d’équilibre  , et  après  l’inclinaison  u , ont  leurs  arêtes 
et  leurs  apothèmes  horizontales , fournit  une  expression  encore  plus 
simple  , en  supposant  néanmoins  que  les  bases  de  ces  corps  sont  per- 
pendiculaires sur  les  arêtes  et  les  apothèmes.  On  a pour  le  moment  de 
la  poussée  du  fluide  par  rapport  à un  axe  horizontal  quelconque  passant 

par  le  centre  d’inertie,  en  observant  que  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  -y- 
l*  A ‘ 

P(a  -H  Tî~p-)<*  sin.  0. 

La  même  formule  s’applique  à une  surface  plane  verticale. 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


A — l’aire  de  la  base  du 
prisme  ou  du  cylindre. 

b “ la  longueur  de  la 
ligne  d'intersection  du  plan 
de  la  base  et  de  la  surface 
horizontale  du  fluide,  qu’on 
peut  appeler  ligne  de  flottai- 


THEOREMES. 


1+1. 

Lorsqu'un  corps  flot- 
tant prend  , à partir  de 
la  situation  d'équilibre, 
une  petite  inclinaison , 
les  distances  à l 'axe  du 
\plan  de  flottaison  des 
centres  d'inertie  des  on- 
glets élevé  et  submergé, 
sont  respectivement  éga- 
les aux  distances  au  même 
axe  , considéré  comme 
axe  de  rotation  , des 
centres  d'oscillation  des 
segment  du  plan  de  flot- 
taison correspondansaux 
onglets. 


atj. 

Appliquer  la  solution 
du  problème  a 1 o , 

1.*  Au  cas  où  le  plan 
de  flottaison  est  symé- 
trique par  rapport  à sa 
igné  d'intersection  avec 
c plan  vertical  perpen- 
diculaire sur  l’axe  de 
flottaison  qui  passe  par  le 
centre  d’inertie  du  corps. 


PROBLEMES. 


a.*  Au  cas  des  corps 
prismatiques  et  cylindri- 
ques homogènes,  dont 
la  position  dans  le  fluide 
| est  telle,  que  leurs  axes 
sont  horizontaux  ; 


3."  Au  cas  des  surfaces 
planes  verticales. 

L i - 
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314.  Dans  les  cas  des  deux  articles  précédais , la  direction  de  la 
résultante  de  la  poussée  du  fluide  se  trouve  toujours , quel  que  soit 
l’angle  u,  pourvu  qu’on  le  suppose  très-petit,  dans  le  plan  vertical, 
perpendiculaire  au  plan  de  flottaison  , et  passant  par  les  centres  d’inertie 
du  corps  et  du  fluide  déplacé. 

Le  métacentre  est  alors  donné  constamment  par  l’intersection  d’une 
ligne  de  position  connue  et  fixe  dans  le  corps  ( la  verticale  menée  par 
son  centre  d’inertie  dans  la  position  d’équilibre  ) , et  d’une  verticale 
passant  par  le  centre  d’inertie  du  fluide  déplacé.  C’est  à ce  cas  que  se 
rapporte  particulièrement  la  dénomination  de  métacentre. 

Dans  tout  autre  cas,  la  distance  du  métacentre  au  plan  xj  dépend 
de  l’inclinaison  u,  Voye%  l’article  307. 


3 I y L’axe  horizontal  passant  par  le  centre  d'inertie  du  corps,  par 
rapport  auquel  le  moment  de  la  poussée  du  fluide  est  un  maximum , fait 
avec  l’axe  des  x un  angle  dont  la  tangente  a pour  valeur 

a V *4-  q „ 

\ 

Cet  axe  est  à angle  droit  sur  l’axe  horizontal  qui , passant  par  l’ori- 
gine ou  par  le  centre  d’inertie  du  corps , rencontre  la  direction  de  la 
résultante  de  la  poussée  verticale  du  fluide  ; il  se  confond  avec  l’axe 
autour  duquel  l’angle  w est  décrit , lorsque  le  corps  est  symétrique  par 
rapport  à un  plan  perpendiculaire  à cet  axe. 

\ 

t 

316.  Un  corps  homogène  plongé  dans  un  fluide,  étant  incliné, 
à partir  de  la  situation  d’équilibre,  d’une  quantité  angulaire  très-petite, 
avec  la  condition  que  le  fluide  déplacé  a toujours  un  poids  égal  à celui 
du  corps  ( la  poussée  du  fluide  ne  peut  alors  avoir  d’autre  effet  que 
celui  de  faire  tourner  le  corps  autour  d’un  axe  passant  par  son  centre 
d’inertie  ) , on  peut  supposer  que,  dans  cet  état  d’inclinaison  , il  n’a  au- 
cune vitesse  acquise  , que  par  conséquent  la  poussée  du  fluide  est  une 
puissance  verticale  qui  prend  le  corps  dans  l’état  de  repos , et  chercher 
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NOTATION.  Il  DÉFINITIONS.  I THÉORÈMES.  I PROBLÈMES. 


I+2. 

Lorsque  les  corps  flot- 
tins  sont  de  l’espèce  de 
ceux  auxquels  se  rapporte 
le  problème  1 1 3 , le  mé- 
tacentre  est  donné  cons- 
tamment, quelle  que  soit 
l'inclinaison  , par  l’inter- 
section d'une  ligne  de 
position  connue  et  fixe 
dans  le  corps  ( la  verti- 
cale menée  par  son  centre 
d'inertie  dans  la  position 
d'équilibre  ) , et  d’une 
verticale  passant  par  le 
centre  d’inertie  du  fluide 
déplacé. 

H3- 

L’axe  dont  on  demande 
la  position  par  le  pro- 
blème 114.,  est  à angle 
droit  sur  la  ligne  droite 
horizontale,  qui,  passant 
par  le  centre  d’inertie  du 
corps , rencontre  la  di-  : 
rection  de  la  résultante 
de  la  poussée  du  fluide. 


2I+. 

Trouver  l’axe  horizon- 
tal passant  par  le  centre 
d’inertie  du  corps  flot- 
tant, par  rapport  auquel 
le  moment  de  la  poussée 
du  fluide  est  un  maxi- 
mum, en  supposant  qu’à 
partir  de  la  situation  d’é- 
quilibre ce  corps  s’est  in- 
cliné, d’une  très-petite 
quantité,  autour  d’un  axe 
horizontal  de  position 
donnée  , passant  aussi! 
par  son  centre  d'inertie. 
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quelles  seront  les  circonstances  du  mouvement.  Je  donnerai  bientôt  la 
solution  générale  de  ce  problème  pour  un  corps  de  figure  quelconque: 
dans  laquelle  même , sans  nous  astreindre  à la  condition  que  le  poids 
du  fluide  déplacé  et  celui  du  corps  soient  égaux , nous  ferons  entrer  le 
mouvement  vertical  du  centre  d'inertie.  Le  cas  des  corps  homogènes 
symétriques  par  rapport  à un  plan , se  déduira  aisément  de  cette  solu- 
tion ; et  cependant , comme  il  peut  fournir  une  application  facile  et 
curieuse  des  formules  des  art.  3 1 2 et  3 1 3 , je  vais  exposer  sur-le-champ 
la  théorie  de  leurs  oscillations. 


Un  corps  flottant  homogène  , symétrique  par  rapport  à un  plan  , 
étant  dans  le  cas  exposé  au  commencement  de  cet  article,  en  ajoutant 
à la  condition  que  le  centre  d’inertie  ne  s’élèvera  pas,  celle  que  le 
plan  qui  sépare  le  corps  en  deux  parties  égaies  et  semblables  , est 
vertical , la  poussée  du  fluide  ne  peut  avoir  d’autre  effet  que  de 
faire  tourner  le  corps  autour  d’un  axe  horizontal  perpendiculaire  à ce 
plan  vertical.  La  force  accélératrice  angulaire  autour  de  cet  axe  a pour 
valeur , art.  200  et  301, 

</*  r (oV  “4-  q)g( » 

<*r  FF  ' 

expression  dans  laquelle  tout  est  constant , excepté  la  distance  angu- 
laire u à la  position  d’équilibre,  et  qui  peut  prendre  la  forme 


d' 


dt 


a V 


a*  y 


■)e  (&■  — *)i 


équation  de  même  espèce  que  celle  donnée  pour  le  pendule  simple , 
article  125,  et  qui  a pour  intégrale 

T = a ( . — cos.  [tV(  g(a-vk^q)  )]  |, 

qui  représente  toutes  les  circonstances  du  mouvement , et  fait  voir  que 
ce  mouvement  est  oscillatoire  et  isochrone. 


517.  La  durée  d’une  oscillation  entière  a pour  valeur 


T = TT  Y(- 


A1  V 

g(aV  -t-  q) 


Digitized  by  Google 


3 .*  PARTIE,  J .Te 


section.  HYDROSTATIQUE.  269 


NOTATION. 


t = le  temps. 

T = la  durée  d’une  oscilla- 
tion entière. 

fletu  sont  respectivement 
les  distances  angulaires  du 
corps  à U position  d’équili- 
bre dans  le  premier  instant 
du  mouvement  et  au  bout 
d’un  temps  quelconque. 

t = l’angle  décrit  par  le 
corps  au  bout  d’un  temps  quel- 
conque; on  a 1 = O — u. 

g — \i  force  accélératrice 
de  la  pesanteur. 

A*  est  le  coefficient  de 
la  masse  dans  la  valeur  du 
moment  d’inertie  du  corps 
par  rapport  à l’axe  horizon- 
tal, passant  par  le  centre  d’i- 
nertie, autour  duquel  se  fait 
la  rotation. 

V , A , tj  , a et  b ont  les 
mêmes  significations  qui  leur 
ont  été  attribuées  depuis  l'ar- 
ticle 301. 


DÉFINITIONS. 


THÉORÈMES. 


PROBLEMES. 


a,$* 

Un  corps  flottant  ho- 
mogène , symétrique  par 
rapport  à un  plan , étant 
plongé  dans  un  fluide, 
avec  la  condition  que  c« 
plan  soit  vertical  et  que 
a position  du  corps  soit 
très  - peu  différente  de 
la  position  d’équilibre  , 
trouver  dans  l'hypothèse 
où  la  vitesse  initiale  est 
nulle , et  que  le  poids  du 
fluide  déplacé  est  égal  à 
celui  du  corps , 


1 .*  L’équation  qui  ex- 
prime toutes  les  circons- 
tances du  mouvement  j 


'44 

Le  corps  dont  on 
cherche  le  mouvement 
par  le  problème  215, 
aura  un  mouvement  os- 
cillatoire et  isochrone. 


3.®  La 
dilations 
corps  ; 


durée  des  os- 
entières  du 
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318.  Et  la  longueur  du  pendule  synchrone,  égale  à la  quantité 
linéaire  qui  est  divisée  par  la  force  accélératrice  g de  la  gravité , a par 
conséquent  pour  valeur 

h'  V 
a V •+-  q 


3 I Lorsque  le  corps  est  prismatique  ou  cylindrique  à base  quel- 
conque , on  a 

- = a I , - n\- 

La  durée  entière  d’une  oscillation  a pour  valeur 

T — rr  Vf  tlh'A  t 

et  la  longueur  du  pendule  synchrone  est  égale  à 

1 xk'  A 

12. a A ■+■  b‘  ' 


320.  Il  est  bon  d’appliquer  les  formules  précédentes  et  celles  rela- 
tives à la  stabilité , à quelques  exemples  simples. 

Supposons  que  le  profil  transversal  de  la  partie  immergée  d’un  prisme 
soit,  dans  la  position  d’équilibre,  un  triangle  isocèle,  dont  les  sommets 
des  deux  angles  égaux  soient  dans  le  plan  de  flottaison , le  surplus  du 
profil  pouvant  avoir  une  infinité  de  formes , l’expression  de  la  stabilité 
aéra 

(1  b h — b'  ta’)  P 

positive , nulle  ou  négative , suivant  qu’on  a 

3 « H — > 0 , 3 fl  H — = b,  3 fl  -H — < b, 

et  la  longueur  du  pendule  synchrone  est  égale  à 

3 4£ 

34/1  — y -+-  2 a1  ' 

Si  le  profil  entier  du  prisme  est  un  triangle  isocèle  dont  le  côté  adjacent 
aux  deux  angles  égaux  soit  horizontal , la  stabilité  aura  pour  valeur 

p(  - *r) 

»* 

1 ...  ■ ■ » 

3/  - 


Digitized  by  Google 


).e  PARTIE,  i."  SECTION.  HYDROSTATIQUE.  27 1 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

TH  É OR  ÈM  ES. 

PROBLÈMES. 

3.0  La  longueur  du 
pendule  synchrone. 

A 

216. 

Appliquer  la  solution 
du  problème  précédent  à 

A 

un  prisme  ou  à un  corps 
cylindrique  à base  quel- 

conque,  dont  l’axe  lon- 
gitudinal est  horizontal. 

a = U demi-largeur  du 

• 

parallélogramme  de  flottai- 
son ou  la  demi  - base  du 

* 

Trouver  l’expression 
de  la  stabilité  et  la  Ion- 

triangle  isocèle  qui  est  le 
profil  transversal  de  la  partie 

fjueur  du  pendule  syn- 
chrone dans  le  cas  d’un 

immergée. 

. 

jrismer  homogène  flot-* 

b = la  hauteur  du  même 

tant,  dont  l’axe  longitu- 

triangle  isocèle. 

h = la  distance  de  la  sur- 
face supérieure  du  fluide  au 
centre  d'inertie  du  corps. 

h'  a la  même  signification 
qu’à  l'art.  3 1 j. 

* 

. 

dinal  est  horizontal,  et 
qui  dans  la  position  d’é  - 
quilibre, 

1 .“  A pour  profil  trans- 
versal de  la  partie  immer- 
;ée  un  triangle  isocèle  , 
dont  le  côté  adjacent  aux 
deux  angles  égaux  est  ■ 
dans  le  plan  de  flottai-  ! 
son,  le  surplus  du  profil 
açuvant  avoir  une  infi- 
nité de  formes  ; 

a.®  A pour  profil  trans- 
versal total  un  triangle  t 
socèle , dont  le  côté  ad- 
acent  aux  deux  angles 
égaux  est  horizontal  et! 
lors  du  fluide; 

P = le  poids  total  du 
corps. 

p et  t sont  respectivement 
fes  pesanteurs  spécifiques  du 
corps  et  du  fluide. 

i 
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positive , nulle  ou  négative , suivant  qu’on  a 

P _ f* 


P . /+ 

^ I”  f 
W C* 


-*-<4- 


et  la  longueur  du  pendule  synchrone  sera 

fdc'  - 2f‘) 


ix(- 


-c'  - n 


321.  Supposons  que  le  profil  transversal  de  la  partie  immergée 
du  prisme  soit , dans  la  position  d'équilibre , un  trapèze  dont  les  deux 
côtés  parallèles  soient  horizontaux  et  coupés  en  deux  parties  égales 
par  la  verticale  qui  dans  la  situation  d’équilibre  passe  par  le  centre 
d'inertie  du  corps  (le  côté  supérieur  étant  dans  le  plan  de  flottaison), 
et  le  surplus  du  profil  pouvant  avoir  une  infinité  de  formes  , on  aura 
pour  la  stabilité, 

3 bh(a  c)  — b*  ( a -4-  2c)  -f-  2a}  0 

3 b(a  -4-  C)  ' - 

positive,  nulle  ou  négative,  suivant  qu’on  a 
, b‘(a-*-xc)  — 2a’  , b'(a-*-xc) — 2a’  , b'(a-*-2c)  — 2 a’ 

> ib(a-\-c)  ’ 3 b(a-t-c)  ' ** 

et  la  longueur  du  pendule  synchrone  sera 

'3  b (a  -f-  c)  A* 


îb(*-*-c) 


3 b h (a  -4-  c)  — b’  (a  -+-  2c)  -+-  2a1 

Si  le  profil  entier  du  prisme  est  triangulaire,  on  a pour  l’expression 
de  la  stabilité, 


» — p 


P 

f 


(*  — p)' 


— rl 


et  pour  la  longueur  du  pendule  synchrone , 

, p f(i‘'  - *r; 


- P 


fw  - p)' 


f —r 


322.  Il  est  aisé  d'augmenter  le  nombre  de  ces  exemples;  mais 
pn  voit  que  pour  peu  que  les  cas  se  compliquent  , les  expressions  ne 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

c — un  des  côtés  égaux  I 
du  triangle  isocèle  qui  est  le 
profil  du  prisme  flottant. 

f — la  hauteur  du  mente 
triangle. 

3 .•  A pour  profil  trans- 
versal de  la  partie  immer- 
gée , un  trapèze  dont  les 
côtés  parallèles  sont  ho- 
rizontaux, et  coupés  en 
deux  parties  égales  par  la 
verticale  qui  passe  par  le 
centre  d’inertie  du  corps , 
le  surplus  du  profil  pou- 
vant avoir  une  infinité  de 
formes; 

a — le  demi -côté  su- 

périeur. 

c — le  demi -côté  infé- 

• - 

rieur. 

b = la  hauteur  du  tra- 

pèze. 

h = la  distance  de  la  sur- 
face supérieure  du  fluide  au 
centre  d’inertie  du  solide. 

p , t et  A ont  la  même 
signification  que  ci-dessus. 

c et  f sont  respectivement 
un  des  côtés  égaux  et  la  hau- 
teur du  triangle  isocèle. 

-f.*  A pour  profil  trans- 
versal total  , un  triangle 
isocèle  dont  le  côté, 
adjacent  aux  deux  an-] 
gles  égaux  , est  horizon- 
tal et  plongé  dans  le 
fluide» 

M m 
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peuvent  guère  avoir  une  forme  simple,  ce  qui  a aussi  lieu  pour  la 
recherche  des  positions  d’équilibre.  Je  terminerai  ce  que  j’ai  à dire  sur 
cette  matière,  par  l'exposition  d’une  propriété  très-curieuse  des  po- 
sitions d’équilibre.  Fbyrj  le  théorème  14$. 

323.  Passons  maintenant  au  problème  important  des  petites 
oscillations  des  corps  flottans , dont  la  solution  conduit  à des  résultats 
extrêmement  utiles  pour  la  science  et  l’art  de  la  construction  des 
vaisseaux.  L’analyse  de  ce  problème  nous  offrira  une  application  des 
formules  générales  du  mouvement  d’un  corps  de  figure  quelconque  , 
données  art.  2 a 1 et  suivans , nous  montrera  en  même  temps  le  rôle  que 
jouent , dans  ces  sortes  de  questions , les  équations  différentielles  linéaires  , 
et  comment  les  intégrales  de  ces  équations  conduisent  à des  fonctions 
de  cosinus , propres  à exprimer  toutes  les  circonstances  des  divers  mou- 
vemens  oscillatoires  que  prennent  les  différentes  parties  du  système  ( ce 
dont  nous  avons  vu  des  exemples  art.  125  et  3 1 6 ) , et  qui  indiquent  en 
même  temps  les  cas  où  le  mouvement  ne  peut  point  être  alternatif,  et 
où  le  corps , après  avoir  commencé  à s’écarter  de  la  position  d’équilibre , 
s’en  écartera  toujours  de  plus  en  plus.  II  y a peu  de  problèmes  de  méca- 
nique qui  réunissent  plus  d’objets  d’intérêt  et  de  curiosité  que  celui-ci. 

Concevons  que  par  des  causes  quelconques , un  corps  flottant  soit 
mis  dans  une  position  différente  de  celle  de  l’équilibre;  ce  corps  sera 
sollicité  par  deux  puissances  verticales  et  de  directions  contraires.  La 
première  puissance  sera  son  poids , qui  ne  peut  avoir  d’autre  effet  que 
de  donner  à son  centre  d’inertie  un  mouvement  progressif  de  haut  en 
bas  ; la  seconde  puissance  sera  le  poids  ou  l'équivalent  du  poids  du 
fluide  déplacé , dont  la  direction  passe  par  le  centre  d’inertie  de  ce 
fluide  déplacé  , et  qui  tend  , d’une  part , à donner  au  centre  d’inertie 
du  corps  un  mouvement  progressif  de  bas  en  haut , et , de  l’autre , 
à faire  tourner  ce  corps  autour  d’un  axe , de  position  constante  ou 
variable,  passant  par  son  centre  d’inertie. 

324.  Appliquant  les  formules  de  l’art.  222  à cet  état  de  la 
question  , et  considérant  que  dans  le  cas  dont  il  s’agit , X = o 
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Si  un  corps  flottant  de 
figure  quelconque  , en 
tournant  autour  d’un  axe 
parallèle  à une  ligne  fixe , 
passe  successivement  par 
plusieurs  positions  d’é- 
quilibre, les  expressions 
des  stabilités  de  ces  di- 

verses  positions  seront 
alternativement  positives 
et  négatives  ; d’où  H suit 
que  le  nombre  total  de 

* 

- 

ces  positions  sera  pair  , 
à moins  que  deux  posi- 
tions consécutives  ne  se 
confondent  , et  dans  ce 
cas  la  position  résultant 
de  leur  réunion  aura  une 
expression  de  stabilité 
nulle. 

218. 

Un  corps  flottant  étant 
hors  de  la  position  d’é- 
quilibre, on  demande, 
i.°  D’assigner  les  puis- 
sances qui  agissent  sur 
lui; 

M m 1 
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et  Y = o , on  a pour  les  équations  du  mouvement  , en  supposant 

l’axe  des  j vertical  , 

P = n — p, 

gdt 

S[p.d(y.,dt . — g.'O'JJ  n<1 


Bdtl 

S[pd( 

gdt' 

S[P.d(x„dy„  — y„Jx„)  ] _ 

gdt‘ 


= n£, 


325.  Les  coordonnées  x0,  y h et  z„  qui  ont  leur  origine  au  centre 
d’inertie,  peuvent,  art.  224,  être  exprimées  en  fonctions  de  coor- 
données primitives  xt,  y,  et  2,  (rapportées  à la  meme  origine,  et  qui 
déterminent  la  position  du  corps  correspondante  à une  valeur  donnée  f 
de  t ) , et  des  angles  <r , t et  p décrits  par  le  corps  pendant  le  temps 
f — t autour  des  axes  des  Z„>  y„  et  x»  <IU‘  passent  par  le  centre  d’inertie 
et  sont  toujours  parallèles  aux  axes  fixes  des  x , y et  2 » ces  derniers 
servant  à déterminer  la  position  absolue  du  centre  d’inertie. 

Pareillement  FI , n et  £ sont  fonctions  de  leurs  valeurs  primitives  , 
correspondantes  à t = , ou  , si  l’on  veut , à t = o , de  l’espace 

parcouru  verticalement  par  le  centre  d’inertie  , et  des  angles  décrits 
par  le  corps  autour  de  ce  centre  depuis  la  même  époque.  On  introduit 
dans  le  calcul  les  vitesses,  tant  linéaires  qu’angulaires,  du  centre  d’inertie, 
et  du  corps  autour  de  ce  centre , qui  correspondent  à l = i , en  dé- 
terminant convenablement  les  constantes  qui  complètent  les  intégrales. 

Cette  manière  d’envisager  la  marche  de  la  solution  du  problème  est 
fort  simple  ; mais  les  difficultés  qui  tiennent  à l’analyse  sont  telles , 
qu’on  est  obligé , pour  parvenir  à des  résultats  applicables , de  simplifier 
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Z > *,■>  y..  « Z.,  ont  ■* 

même  lignification  qu’A  l'ar- 
ticle 22 1 ; l'axe  des  j est 
vertical. 

g = la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur. 

P — le  poids  absolu  du 
corps  flottant. 

n 3=  le  poids  absolu  du 
fluide  déplacé  au  bout  du 
temps  r. 

% et  > sont  respectivement, 
au  bout  du  temps  t,  les  dis- 
tances à l’axe  des_y„  et  à celui 
des  x„  de  la  direction  de  la 
puissance  n. 

2.®  De  donner  les 
équations  différentielles 
de  son  mouvement; 

x,  t y,  *t  £,  sont  les  valeurs 
de  *„,y„  et  j„,  correspon- 
dantes A une  valeur  donnée  r' 
de  t , qui  peut  être  t'  = o. 

»,  t et  ^ sont  les  angles 
décrits  par  le  corps  autour  des 
axes  des  ,yu  et  *„  respec- 
tivement , pendant  l'espace 
de  temps  qui  s’est  écoulé 
entre  les  deux  instans  où  la 
position  du  corps  était  déter- 
minée par  les  coordonnées  x, , 
y,,  et  par  les  coordonnées 

*..,y„  « Z.- 

• 

3.0  D’introduire  dans 
ccs  équations  les  angles 
décrits  autour  de  trois 
axes  coordonnés  passant 
par  le  centre  d'inertie  et 
mobiles  avec  le  corps. 
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la  question , en  considérant  seulement  un  cas  particulier , qui  heureu- 
sement conduit  à des  équations  finies  dont  on  peut  tirer  de  grands 
avantages  dans  la  pratique. 

326-  Le  cas  dont  je  parle,  est  celui  où  les  circonstances  du  mou- 
vement sont  telles , que  le  corps  ne  s’éloigne  que  très-peu  de  la  position 
d'équilibre.  Cette  hypothèse  permet  de  négliger  des  quantités  du  i.c  &c. 
ordre , au  moyen  de  quoi  011  arrive  à des  équations  différentielles  dont 
l’intégration  s’effectue  aisément  par  les  méthodes  connues. 

Pour  bien  préciser  l’état  de  la  question , considérons  le  corps  dans 
une  position  donnée  , très-proche  de  celle  de  l’équilibre  , prise  à l’instant 
où  l’on  compte  t — o , instant  auquel  ce  corps  n’est  supposé  avoir 
aucune  vitesse  acquise,  soit  linéaire  soit  angulaire  ; dans  cet  état,  faisons 
passer  un  plan  vertical  par  les  centres  d’inertie  du  corps  et  de  sa  section 
horizontale  faite  au  niveau  de  la  surface  supérieure  du  fluide , et  prenons 
ce  plan  pour  celui  des  xj  ou  ac , l’origine  commune  de  ces  coordonnées 
étant  au  point  fixe  de  l’espace  qu’occupe  le  centre  d’inertie  du  corps  au 
moment  dont  il  s’agit , où  t = o et  où  le  mouvement  est  naissant. 

La  poussée  verticale  du  fluide  commençant  à agir  sur  le  corps  à 
l’instant  dont  nous  parlons  ( instant  auquel  il  est  supposé  n’avoir  encore 
aucun  mouvement),  et  continuant  son  action  pendant  le  temps  t , aura, 
au  bout  de  ce  temps , fait  parcourir  un  espace  vertical  j au  centre  d'inertie 
du  corps , et  changé  l’inclinaison  primitive  de  ce  corps  par  rapport  à la 
surface  supérieure  du  fluide  ou  à un  plan  quelconque  de  position  donnée. 
Or,  ce  dernier  effet  peut  toujours  se  ramener  à celui  qui  serait  produit, 
si,  depuis  le  moment  où  t = o jusqu’au  bout  de  t , le  corps  décrivait 
des  angles  a-,  r et  <p  autour  de  trois  axes  mobiles  avec  le  corps  (ceux 
des  iu , ya  et  xn , ou  lorsque  t = o , des  £, , y , et  x, , ces  dernières 
coordonnées  étant  les  valeurs  initiales  des  premières) , dont  l'intersection 
commune  serait  au  centre  d’inertie  de  ce  corps , et  qui  demeureraient 
constamment  parallèles  aux  axes  fixes  des  £ , y et  x , ou  aux  lignes  fixes 
c . b et  a respectivement. 

On  suppose  de  plus , pour  l'établissement  des  équations  différentielles  , 
qu’au  bout  du  temps  t , i.°  l’effet  de  la  rotation  r a été  d’élever  la 


Digitized  by  Google 


J.*  PARTIE,  i.r*  SECTION.  HYDROSTATIQUE.  279 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

problèmes. 

Il  = la  pesanteur  spéci- 
fique du  fluide. 

v = le  volume  du  fluide 
déplacé. 

A = l’aire  de  U aection 
horizontale  du  corps , faite 
au  niveau  de  la  surface  supé- 
rieure du  fluide,  section  que 
la  petitesse  du  mouvement 
permet  de  regarder  comme 
constante  d'étendue  et  de  li- 
gure pendant  tout  le  temps  r, 
a , b et  c sont  les  coor- 
données initiales  du  centre 
d’inertie  du  flnide  déplacé  , 
parallèles  aux  axes  fixes  des 
*,y  et  j respectivement. 

f—  la  distance  du  centre 
d’inertie  de  la  surface  A,  à 
la  ligne  d’intersection  decette 
surface  et  du  plan  fixe  àesy^. 

j,  et  sont  respective- 

ment les  momens  d'inertie  de 
la  surface  A,  par  rapport  aux 
lignes  d’intersection  de  cette 
surface  avec  les  plans  fixes 
des  xi  et  des  y 
a = la  somme  des  pro- 
duits des  élément  de  la  sur- 
face A par  les  rectangles  faits 
des  distances  de  ces  élément 
aux  deux  lignes  d'intersection 
de  cette  surface  et  des  plans 
açM.yç.  Les  signes  de  ces 
distances  sont  les  mêmes  que 
ceux  des  coordonnées  x ety 

219. 

Un  corps  flottant  étant 
dans  une  position  peu 
différente  de  celle  de 
l’équilibre  , déterminer 
toutes  les  circonstances 
de  son  mouvement , en 
supposant  que  les  vi- 
tesses initiales,  tant  li- 
néaires qu’angulaires  , 
sont  nulles. 

auxquelles  elles  répondent  , 
cest-à-dirc  que  les  deux 

* 

Digitized  by  Google 


280  * COURS  DE  MÉCANIQUE, 

région  Jes  x positives , et  d’abaisser  celle  des  xu  négatives  par  rapport  à 
l’axe  des  y ; 2°  que  J’effèt  de  la  rotation  <p  a été  d’élever  la  région 
des  v positives , et  d’abaisser  celle  des  yu  négatives  par  rapport  à l’axe 
des  xit.  D’après  ces  deux  effets , la  direction  de  la  force  verticale,  agissant 
de  bas  en  haut , qui  produit  la  rotation , doit  rencontrer  le  plan  des  xM 
et  yn  dans  l’angle  des  xH  et  ya  de  signe  positif,  qui  est  celui  des  coor- 
données initiales  a et  b. 

Ces  hypothèses  ne  limitent  en  aucune  manière  la  généralité  de  la 
solution  ; elles  servent  seulement  à fixer  les  idées  lorsqu’on  veut  mettre 
le  problème  en  équation  , et  les  intégrales  auxquelles  on  parviendra  n’en 
indiqueront  pas  moins  tant  les  signes  que  les  valeurs  de  <r , r et  ç , 
correspondantes  à une  valeur  quelconque  de  t. 


327.  Appliquant  aux  explications  de  l’article  précédent,  la  marche 
indiquée  art.  325  , on  trouve 

d(y„ dz„  — zJyJ  = -+-  (y*  -+-  zï)<? <p  — *,1,^ «• 

d(x„dZ.  — Z J*  J — x,  y,<r<P  -+-  (x,1  -+-  -4-  y.z.J'o- 

d(*,JyK  — y„<lxJ  = y,z,d'r  <V  -+-  yî)f*  — 

n = TT  (v  — Al  - f-  Afr) 

fl»  — : 7r[ri  — (vc  —I—  <]J<P  — Ar] 

= tt  [y<j  -f-  Afi  (vc  -f-  qj'x  Ai?]. 

328.  Ces  valeurs  trouvées,  on  a,  pour  les  équations  différentielles 
du  mouvement , 

j>„  Pf  - = *[tv  - (cv  AT  )gJtt  f Mouvement  de  roUtion 

(2).  , . A,  P f -4-  j>„  P T -t-  A „P  r = r[av  ■+■  A fl  — (cv  -t-  ‘l„)  T — aç  ] g lit'  | Autour  de»  »*e»  des 

(})..,  a mP  t -t-  P t — a„  P <p  = o (/«  e*  Z,,  respectivement. 

T 1 Mouvement  vertical  de 

(+)...  P l — [ — (v  — A 1 -+-  Afr  ) — 1 ] S dp . . | translation  du  centre 

[d'inertie  du  corps. 
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distances  sont  positives  dans 
angle  des  * et  y positives , 
&c. 

NS  Toutes  les  valeurs  pre- 
cedentes ont  lieu  à l’instant  où 
z o , c’est-à-dire,  se  rappor- 
tent à U position  initiale  du 

rps. 

*1  / y.  a Z,  et  *„ , yu , 
sont  respectivement,  comme 
à l’art.  3 24.  , les  coordonnées 
d’un  même  point , lorsque 
t = o , et  au  bout  du  temps  t , 
mobiles  avec  le  corps , paral- 
lèles aux  axes  fixes  desx,^, 
et  ayant  leur  origine  au 
centre  d’inertie  du  corps. 

0,  t et  9 sont,  comme  à 
l’article  324.,  les  angles  dé- 
crits par  le  corps  , autour  des 
axes  des  ytt  et  x„  respec- 
tivement , depuis  le  montent 
où  l’on  compte  t = o , et  où 
le  mouvement  est  naissant 
jusqu’au  bout  du  temps  t, 

g , P , n , j;  ct  " ont  k 
mente  signification  qu’à  l’ar- 
ticle 324.. 

p = le  poids  absolu  d’une 
molécule  élémentaire  du  corps 
flottant. 

s[p(*.'  ■+•  y')  1 =s. 
s[p<*:  •+•  î.V]  = j>. 

•»'[ p (?'  z.' J]  =j>» 

s(p*.y.)  = \ 

j = *„ 

S(py.z-J  — *-■ 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


Nn 
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32p.  Ces  équations,  qui  sont  linéaires  du  second  ordre,  peuvent 
s’intégrer  par  ies  méthodes  connues , et  le  calcul  n’a  d’autre  difficulté 
que  la  longueur  ; mais  on  le  simplifiera  beaucoup , si  on  suppose  que 
le  corps  flottant  est  symétrique  par  rapport  à la  section  faite  dans  le 
premier  instant  par  le  plan  des  ou  par  celui  des  qui  se  confond 

avec  le  premier , et  que  la  section  A du  corps  qui , par  la  supposition 
qu’on  vient  de  faire,  est  symétrique  par  rapport  au  pian  *£,  l’est  aussi, 
à très-peu  de  chose  près,  par  rapport  au  plan  yj.  Ces  hypothèses,  qui 
ont  lieu  dans  les  cas  d’application  les  plus  ordinaires,  donneront 


A — o , 


o , 


O , 


d' tr 


Cette  dernière  équation 
dérive  de  l'équation  (3) 
de  l’article  précédent. 


et  les  quatre  équations  de  mouvement  deviendront 

( 1 ) . . -f-  g'rcnt'tpdt1  — bgv-Trdt1  = o 

( 2 ) . . . ÿ(je/>T  -d—  g’Km^’vdt1  — Agfidt 1 agV'Kdf  = o 

( 3 ) • * * — A^e/1  ? ——  0 

(4 )...</* g -4-  Agn^dt 1 — Agnfrd /* — gnvdt'  = o. 


330.  On  a pour  les  intégrales  de  ces  équations,  en  supposant 
que  lorsque  t z=  o , £,  <p,  <r  et  t,  et  les  vitesses  tant  linéaires  qu’angu- 
laires, sont  nulles: 


».  -+- T, 

XI,  ( a,  — »„) 


— coi.  t(Va,)  | 


{«  - coi.  (tVaj  } 

•“an 


/»„<•„  rJ 
aj»,  — 


I — COI.  t V ( Cl")  j 


f»  -+-  c. 


c,)*„ 

■fl,  ( u,  — 6ttlJ 


I - coi.  I (Va  J ] 


1 — coi.  (tV  a,)  j 


(Mouvement  de 
tramlation  verti- 
J cale  dn  centre  d'i- 
( nertie  du  corps. 

j Rotation  autour 
| de  l’aie  dei 

j Rotation  autour 
( de  l’axe  dei 


— ^-1  t -cos.  tVa„  |. 

■p,  n„  1 1 


Rotation  autour 
de  l'axe  des  j„. 


331.  On  voit  par  ces  équations , que  si  les  quantités  H, , V 
■O, , /O, , / £1m  sont  réelles , les  mouvemens  i , <p  , r et  a-  seront 
alternatifs  ; et  le  corps  , apres  s être  élevé  et  avoir  tourné  dans  un  certain 
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sens,  s’abaissera  et  tournera  dans  ie  sens  opposé.  C’est  ce  qu’indiquent 
les  quantités  de  la  forme  { 1 — cos.  (t  Y Q)  j dont  les  valeurs  , 
alternativement  positives  et  négatives,  n'excèdent  jamais  certaines  limites, 
quelle  que  soit  la  valeur  du  temps  ; comme  on  voit  par  la  table  suivante; 


VALEURS 

valeurs 

VALEURS 

de  t V Cl. 

de  coj.  (tV  il). 

de  j 1 — rcos-ft/n]  j. 

....  ■+■  I . . 

Q 

n .. . 

* (Cl) 

*0 

....  2 0 .... 

V (a) 

. 

....  a 0 

V (Cl) 

+ <2 

....  4 Ç .... 

I ... 

v (a) 

&C. 

....  &C 

....  &.C.  ... 

Les  quantités  renfermées  entre  les  accolades  j J ont  toutes  leurs  valeurs 
entre  o et  2 , et  toutes  les  autres  quantités  qui  entrent  dans  les  équations 
sont  constantes. 

332.  Ainsi,  lorsque  les  quantités  Q, , y'a/ , , Y n„  et  Y Q„, 

seront  réelles , le  corps  flottant  ne  s’écartera  de  la  position  d’équilibre 
que  dans  des  limites  peu  étendues.  ( 11  ne  faut  pas  oublier  que  les  vitesses 
initiales  sont  nulles.)  Mais  si  ce  cas  n’avait  pas  lieu , alors  les  intégrales 
de  l’article  330  contiendraient  des  expressions  qui  croîtraient  indéfini- 
ment avec  le  temps;  les  mouvemens  £,  <p , r et  <r,  ou  une  partie  d’entre 
eux,  une  fois  imprimés,  se  continueraient  toujours  dans  le  même  sens, 
et  le  corps  chavirerait  ou  serait  renversé. 

333.  Les  valeurs  de  <p  et  de  <r,  ou  les  rotations  autour  des  axes 
des  xn  et  des  iu,  seront  alternatives  lorsque  c ou  la  distance  verticale 
initiale  du  centre  d’inertie  du  corps  flottant  à celui  du  fluide  déplacé. 
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sera  positive  ( ce  qui  indique  que  le  second  centre  est  plus  élevé  que 

le  premier  ) ; car  alors  toutes  les  autres  quantités  qui  entrent  dans  la 

valeur  de  = = * — r~£'7r>  seront  positives  et  v Q/f/ 

sera  une  quantité  réelle. 

La  même  chose  doit  se  dire  du  mouvement  vertical  j et  de  la  rotation  T 
autour  de  l’axe  des  y ; car  lorsque  c sera  positive , les  quantités 

ClH—j$\-7c(cv-+-(iJ-+-An-ï-V  \['7e(cv-+ -qj — AnY~¥-^A'nfl\ 

et  n,=.±g\-!r(cv-\-t]J-\-An  — V \[’7c(cv-\-(]J  — A «]*  -t-  ^A'nf  | 

seront  positives  et  réelles  ; on  suppose  que  f,  fiu  > A/  et  que  la  distance/ 
est  petite  ; ce  qui  a lieu  dans  les  cas  ordinaires  d’application. 

Il  suit  de  là  que , lorsque  le  centre  d’inertie  du  fluide  déplacé  au  pre- 
mier instant  sera  plus  élévé  que  celui  du  corps  flottant , le  mouvement 
sera  oscillatoire  en  tous  sens , et  le  corps  ne  chavirera  pas  : c’est  le  cas 
de  c positif.  Lorsque  c sera  négatif,  les  oscillations  pourront  encore 
avoir  lieu  si  les  rapports  de  h aux  autres  quantités  données  par  l’état  de 
la  question  n’excèdent  pas  certaines  limites. 

Tout  ce  qui  est  dit  dans  cet  article  se  rapporte  à la  théorie  de  la 
stabilité  donnée  art.  303  et  suivans  , qui  pourrait  se  déduire  comme 
corollaire  de  celle  exposée  depuis  l’article  323. 


334..  St  le  corps  flottant  est  symétrique  non-seulement  par  rapport 
à sa  section  faite  dans  le  premier  instant  par  le  pian  x,  , comme  on 
l’a  supposé  art.  32p.  mais  encore  par  rapport  au  plan  des  x,ylt  et 
que , de  plus , le  poids  du  corps  et  celui  du  fluide  déplacé  soient 
égaux  , on  aura  pour  tous  les  instans, 


f = o , — o , z — o,  r = o; 

les  équations  différentielles  du  mouvement  se  réduiront  à 

</*»  g b + «J 

- , = •7TV  — a 

a r J>~  S’- 


il1 T 

77 


ga 


S>. 


“tv  v 


g*(cv  <],) 

■p. 


V, 
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• 

sens  vertical  qu’autour 
des  axes  passant  par  son 
centre  d’inertie , lorsque 
ce  centre  sera  plus  abaissé 
que  le  centre  d’inertie  du 
fluide  déplacé. 

La  meme  propriété 
pourra  encore  avoir  lieu 
dans  une  infinité  de  cas. 

222. 

Appliquer  U solution 
du  problème  219  , au 
cas  où  le  corps  flottant 
est  symétrique  par  rap- 
port à deux  de  ccs  sec- 
tions qui  font  un  angle 
droit  entre  elles  , et  où 
le  poids  du  fluide  dé- 
placé est  égal  à celui  du 
corps. 
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et  auront  pour  intégrales 


ç = O"  { i — cos. 
r = O'  j i — cos. 


W( 

['/( 


T (cv  ■+■  q,)g 


■n\  •••[,-, 


Rotation  autour  de 
axe  des  x„ , 


( Rotation  autour  de 
* j l’axe  des^„. 


en  supposant , comme  précédemment  , que  les  vitesses  initiales  sont 
nulles. 


3 3 J.  Les  deux  mouvemens  qu’on  vient  de  déterminer,  seront 
évidemment  oscillatoires  ou  alternatifs  lorsque  c sera  une  quantité  posi- 
tive , ou  lorsque  c étant  négative  on  aura 

q,  > CV,  q„  > CVJ 

Us  seront  nuis  lorsque  c étant  négative , on  aura 


et  ces  cas  donnent  la  stabilité  positive , nulle  ou  négative.  Voye^  les 
articles  303  et  suivans. 


3 36.  Lorsque  le  mouvement  oscillatoire  ou  la  stabilité  positive 
aura  lieu  , les  plus  grands  écarts  de  la  position  initiale  correspondront, 
dans  les  formules  de  l’art.  334,  aux  valeurs  de  t,  qui  donneront 

co  s.[t}/(ïlïl^LlL)]=-l;  cos.  [ , Vf--  - 

P * Pu 

Les  oscillations  entières  auront  donc  pour  valeurs  respectives , 

iiv  lav 


<P  = 


= 2Ü",  r — 


cv  -t-  ÿ„ 

et  se  feront  respectivement  dans  des  temps  égaux  à 

Pm  | _■,//  J>, 


■.zn, 


vr  V (- 


w<- 


-)■ 


r (cv  -4-  y,)g  ' ' 1 *(cv  fjg 

Ces  expressions  sont  indépendantes  des  coordonnées  horizontales  a et  b 
du  centre  d’inertie  du  corps  flottant  ; d’où  il  suit  que  la  durée  des 
oscillations  ne  dépend  pas  de  leur  amplitude  , et  que  ces  oscillations 
sont  isochrones. 
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CV  -+-  q, 


c v -H  <ju 


aij. 

Déterminer  dans  l’hy- 
pothèse du  problème  pré- 
cédent, 


1 .»  Les  cas  de  stabilité 
positive j nulle  ou  néga- 


2.0  Les  valeurs  et  les 
durées  des  oscillations 
autour  de  deux  axes  ho- 
rizontaux passant  par  le 
centre  d’inertie; 


v = la  demi -circonfé- 
rence qui  a l’unité  pour  rayon . 
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337 • Les  longueurs  des  pendules  simples  synchrones  aux  oscillations 
précédentes , sont 


Longueur  du  pendule  simple  synchrone 
aux  oscillations  autour  de  l’axe. 


1 de»  *„ 


I des  y-. 


T ( C V -+■  9,  ) 


■m  ( v q„) 

Tous  les  résultats  obtenus  depuis  l’art.  334  sont  parfaitement  conformes 
à ceux  donnés  art.  3 1 5 et  suivans , en  observant  que  l’on  a employé 
les  volumes  dans  les  articles  cités,  et  les  poids  dans  ceux-ci;  ce  qui  11e 
change  absolument  rien  aux  résultats  numériques.  Pour  faire  le  rappro- 
chement avec  facilité,  il  faut  supposer  que  le  corps  flottant  est  homogène, 
et  observer  que,  vr  v étant  le  poids  de  ce  corps,  les  momens  d’inertie 
?»  et  ÿ,„  > Par  rapport  aux  axes  des  y et  des  x , sont  respectivement 
égaux  à K * tt  v et  K*  rn:v . ce  qui  changera  les  formules  des  art.  334 
et  337  , en 


<p  ==  ci-  [1  — cos.  [tV ( e(cv 
t = Cl'  j i — cos.  [ / V ( 


k.;v 

g(cv  -4-  qj 


A'.*) 


Longueur  du  pendule  synchrone  aux 
oscillations  autour  de  l’axe 


des  X.. 


des  y . . 


■)]\ 

)]\ 

K.‘v 


CV  q, 

K.'v 


?.. 


expressions  qui  sont  composées  de  termes  respectivement  homogènes 
avec  les  termes  correspondans  des  formules  des  art.  3 1 5 et  316. 


338.  Nous  avons  trouvé,  art.  274,  pour  l’équation  d’équilibre  des 
fluides  pesans , 

gZ  — — f~K *-  cons,ante- 

Si  le  fluide  est  élastique,  et  qu’on  suppose  toutes  ses  molécules  à la 
même  température,  la  densité  k sera  uniquement  fonction  de  la  pression p, 

et  l’intégrale  de  la  différentielle  — aura  toujours  une  valeur  assignable , 
ou  analytiquement,  ou  par  les  quadratures  des  courbes. 


Digitized  by  Google 


3.e  partie,  l.re  SECTION.  HYDROSTATIQUE.  2Ç I 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLEMES. 

3.0  Les  longueurs  des; 
pendules  synchrones  à. 
ces  oscillations. 

A',1  et  A',,’  sont  les  coéfli- 
ciens  de  la  masse  ou  du 
poids  total  dans  les  évalua- 
tions des  momens  d'inertie 
par  rapport  aux  axes  des  / 
et  des  x. 

• 

• 

g = la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur. 

p—  la  pression  , rapportée 
à l’unité  de  surface  , qui  a 
lieu  dans  une  couche  de 
niveau  dont  un  des  points 
est  à l’extrémité  de  la  coor- 
donnée verticale  ç. 

\ 

224. 

Trouver  , dans  l’hy- 
pothèse de  la  tempéra- 
ture  constante , la  rela- 
tion entre  les  hauteurs  du 
baromètre  à deux  points 
de  l’atmosphère , et  les 
différences  de  niveau  de 
ces  deux  points. 

O O 2 
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Appliquons  cette  équation  à l’air  atmosphérique  ; en  conservant  l’hy- 
pothèse de  l’uniformité  de  la  chaleur  , la  densité  k sera  sensiblement 
proportionnelle  à la  pression,  et  on  aura 

k = K;  dp  = gqdH, 
ce  qui  changera  l’équation  précédente  en 

Z = constante — H J , 

qui  a pour  intégrale,  en  observant  que  lorsque  z — n,  h — //. 

Z = H f\og.  h — log.  h' ). 


339.  Le  rapport  — a été  trouvé,  par  expérience,  à peu -près 

— ' ’ - , le  thermomètre  à mercure  marquant  0,125  de  l’intervalle 

entre  la  glace  et  l’eau  bouillante,  et  H = omi“‘,y6;  d’où  il  résulte 
qu’en  changeant  les  logarithmes  hyperboliques  en  logarithmes  de  Briggs , 
ou  en  les  divisant  par  o, 4.342p.  la  valeur  de  z peut , étant  exprimée 
en  mètres , prendre  la  forme 

Z = 20000  f'iog./i  — \og.h')(i  — 

La  valeur  de  — diffère  peu  de  0,04  ; ainsi  prenant  les  logarithmes 

avec  sept  décimales  , on  doublera  leur  différence , on  avancera  de 
(juatre  chiffres  la  virgule  ou  le  point  qui  sépare  la  caractéristique  , et 
on  diminuera  le  résultat  de  sa  25.®  partie. 

340.  L’hypothèse  de  la  température  constante  dans  toute  la  hauteur 
de  z>  est  absolument  démentie  par  l’expérience  ; et  on  a reconnu  que 
l’air  se  refroidissait  graduellement  à mesure  qu’on  s’élevait.  II  faudrait 
donc  , pour  rendre  la  valeur  de  z conforme  aux  phénomènes , introduire 
dans  cette  valeur  une  fonction  de  la  chaleur  ; mais  dans  l’état  actuel  de 
la  physique , cette  fonction  est  tout-à-fait  inconnue  , quoiqu’on  puisse 
néanmoins  tirer  quelque  parti  de  ce  que  nous  avons  dit,  art.  25 6,  sur 
les  rapports  entre  les  températures  et  les  volumes  sous  une  pression  dé- 
terminée. Avant  de  parier  de  l’application  des  formules  données  aux 
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PROBLÈMES. 

A = la  densité  dans  la 

'+7- 

même  couche. 

La  température  étant 

q — la  densité  du  mercure. 

supposée  constante  , la 

H — la  hauteur  moyenne 

différence  de  niveau  entre 

du  baromètre  au  niveau  de  ia 

deux  points  de  l’atmos- 

mer. 

phère  est  proportionnelle 

K = la  densité  de  l’air  au 

à la  différence  des  loga- 

rithntes  des  hauteurs  du 

même  niveau. 

baromètre  à ces  deux 

h = la  hauteur  du  baro- 

points. 

mètre  à 1 origine  de  j. 

A'  = la  hauteur  du  baro- 

mètre  i l'extrémité  de  j ou 

dans  la  couche  qui  éprouve 

la  pression  p. 

‘ 

• 

t 

• 
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articles  cites , je  vais  exposer  les  moyens  de  correction  qu’on  a employas 
pour  avoir  égard  à la  variation  de  la  température  dans  les  mesures 
barométriques  : ils  peuvent  se  déduire  du  raisonnement  suivant. 

Imaginons  deux  baromètres  comparables  placés  dans  la  même  verticale, 
l’inférieur  à l’origine,  et  le  supérieur  à l’extrémité  de  j;  et  même,  pour 
assurer  l’équilibre  parfait  de  la  colonne  d’air  dans  laquelle  ils  se  trouvent, 
que  cette  colonne  soit  enfermée  dans  un  tube  vertical  qui  contienne  aussi 
les  baromètres.  Cela  posé , si  la  température  intérieure  du  tube  était 
par-tout  = T,  la  distance  entre  les  baromètres  serait 
Z — 20000  (\og.h  — log.^; 

mais  cette  circonstance  n’ayant  pas  lieu , on  a pris  la  température 
moyenne  \ (t  -+-  tj)  pour  la  température  uniforme  sur  toute  la  hau- 
teur; considérant  alors  , i.°  qu’un  volume  K à la  température  7\  devient 
A V à la  température  j (t  h—  t'J ; z.°  que  sur  une  base  donnée , les 
volumes  sont  comme  les  hauteurs , on  a l'équation 

Z — 20000  flog .h  — log. h' J ( t -t-  a). 

Supposant  ensuite  que  l’accroissement  de  volume  «•  devient  double  , 
triple , &c.  lorsque  T devient  T — i , T — t—  3 , &c. , et  que  la  même 
proportionnalité  a lieu  dans  les  décroissemens  de  volume  , lorsque  T 
devient  T — 2 , T — 3 , &c. , on  a 

H = I^T-t-VJ  — T }m  , 
valeur  qui , substituée  dans  l’équation  précédente  , donne 
Z — 20000  flog.  ,4  — log.  h')  1 1 -+-  [\(t  n>)  — T]a\. 

La  toise  étant  l’unité  t suivant  Deluc T = % « 16,75  = 20,94;  " = T*  ttî  =Tî5 

linéaire  , on  a 1 suivant  Tremtley... . r = | « 1 1,5  = 14,37  ; u = f 

et  la  formule  précédente , appliquée  aux  données  de  l’un  et  l’autre  de 
ces  deux  physiciens,  devient,  lorsqu’on  mesure  en  mètres, 
d’après  les  j Deluc...  i = zooooflo6.  h - log.  h‘)  [ 1 -4-  [ifT  -s-  r')  _ 20,9]  -2. 

données  de  | Tremblejr..  j = 20000('log.  h — log.  h’  ) j I -+■  — 14,4]  7^} 

34.I.  En  rapprochant  les  formules  de  l’article  précédent,  de  ce  que 
j’ai  dit  art.  243?  et  250,  on  voit  sur-le-champ  que  l’hypothèse  de 

= 1 4 ('V  -4-  t'J  — T\  u doit  nuire  à leur  exactitude;  en  ce 
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T~  température  à la-  ! 
quelle  la  formule  £=20000 
( log.  h — log.  h'  ) n’exige 
aucune  correction. 

r = température  vers  le 
thermomètre  inférieur. 

7'  = température  vers  le 
thermomètre  supérieur. 

T,  r et  r'  sont  des  parties 
centésimales  de  la  distance 
entre  la  glace  et  l'eau  bouil- 
lante sur  le  thermomètre  à 
mercure  , distance  qui  est 
supposée  = 100. 


volume  d'une  masse  d’air 
. é + é' 

sous  la  pression  , et 

à la  température  T,  et  A V 
étant  l’accroissement  de  V , 
lorsque , la  masse  et  la  pres- 
sion demeurant  les  mêmes  , 
la  température  T devient 
T 4-  T* 

— - — . Cette  quantité  n est 

positive  ou  négative , sui- 
vant  qu’on  a f (r  -+•  t‘)  > T 
ou  Ht  + r')  <T. 

u — le  rapport  corres- 
pondant lorsque  T devient 

r-t- 1. 

n = le  nombre  de  mètres 
que  contient  une  toise. 


Résoudre  le  même  pro-! 
blême,  en  ayant  égard  à 
la  variation  de  tempéra- 
ture dans  les  différentes 
couches  de  l’atmosphcrc , 
i.”  En  supposant  que 
la  dilatabilité  de  l’air  est 
constante , c’est  - à - dire 
que  quel  que  soit  la  tem- 
pérature acquise  d’un  vo- 
lume Kde  ce  fluide,  un 
degré  d’augmentation 
dans  cette  température 
change  K en  m K,  »n 
étant  un  coefficient  in- 
variable. 


3."  En  ayant  égard  aux 
variations  de  la  dilatabi- 
lité relatives  aux  diffé- 
rentes températures  de 


NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


22J. 
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<|u’elle  suppose  l’accroissement  de  volume  proportionnel  à l’accroisse- 
ment de  température , ce  qui  11’eft  pas  conforme  aux  phénomènes  : on 
sait  (articles  cités)  que  les  fluides  élastiques  sont  d’autant  plus  dilatables 
qu’ils  sont  plus  dilatés. 

Si  la  nature  des  fluides  élastiques  était  telle , qu'en  partant  d’une 
température  donnée  t , et  en  élevant  graduellement  une  même  masse 
d’air  aux  températures  t' . t" , t"' , & c. , le  tout  sous  une  pression  P,  on 
avait  (y  étant  le  volume  à la  température  t ) les  volumes  successifs 

V y 

correspondais  V . V" , V"' , &c. , tels  que  les  rapports  ~y~’  ~~ÿ~  • 
1 ^ ■ , &c. , fussent  indépendans  des  valeurs  particulières  de  P,  il  serait 
aisé  d’introduire  dans  la  formule 

l — 10000  (\og.  h — log.  h')  (i  -1-  il) 

une  fonction  de  la  température  propre  à exprimer  fi  : en  effet , les 
expériences  faites  sous  une  pression  représentée  par  la  hauteur  moyenne 
du  baromètre  au  niveau  de  la  mer  , et  qui , d’après  cette  supposition , 

pourraient  s’appliquer  à la  hauteur  donneraient,  art.  24 9, 

-t''-  T-  i)BT  A(Bi(^''>-BT) 

Cl  — f ( 

A (B  — \ ) -\-  \ 1 •¥■  A[B  — \) 

A et  B représentent  et  y , de  l’article  cité , et  le  calcul  numérique 
de  fi  est  facile  , au  moyen  des  tables  que  j’ai  données  dans  le  Mé- 
moire cité  à la  note  de  1 article  249. 

34.2.  fi  étant  connu  avant  de  déterminer  j,  il  faut  faire  aux  hauteurs 
h et  h'  des  corrections  relatives  aux  différentes  densités  du  mercure  à 
différentes  températures , pour  les  ramener  à une  même  densité.  Il  est 
convenable  de  prendre  pour  terme  de  comparaison  des  densités  du 
mercure,  celle  de  ce  fluide  lorsque  l’air  ambiant  est  à la  température  T-, 
les  augmentations  de  densité  , depuis  T jusqu’en  r et  en  t',  sont  res- 

pectivement  — — et  — , et  il  faut  aux  hauteurs  h et  fi  substi- 

tuer rh  et  t ' k' . 
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THÉORÈME  S. 

PROBLÈMES. 

=s  ce  dont  la  densité 

? 

du  mercure  diminue,  lorsque 
la  température  de  l’air  am- 
biant augmente  de  de 

l'intervalle  entre  la  glace  et 
l’eau  bouillante  , mesuré  par 
le  thermomètre  à mercure. 
On  suppose  que  q est  sensi- 
blement constant  dans  tout 
cet  intervalle,  ou  do  moins 

l'air,  l’expérience  ayant' 
prouve  que  ce  fluide  est! 
d’autant  plus  dilatable! 
qu’il  est  déjà  dilaté  , 
c’cst-à-dire  , que  rn  est 
plus  grand  à mesure  que 
la  température  du  volume 
V est  plus  élevée. 

I 

1 

I 

| 

I 

PP 
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ces  considérations , ia  valeur  de  j sera 


l ■=  20000  [log.  (rh)  — log ■(t'i')  ] 


, -4- 

1 -+-  A ( BT  — 1 ) 


t) 


On  a adapté  à quelques  baromètres  des  échelles  thermométriques , 
pour  faciliter  les  corrections  auxquelles  les  coèfficiens  h et  h'  se  rapportent. 


243.  Il  résulte  de  tout  ce  qui  a été  dit  depuis  l’article  338,  que  ia 
théorie  physico-mathématique  du  baromètre  , considéré  comme  instru- 
ment propre  à mesurer  les  hauteurs , laisse  encore  beaucoup  de  choses 
à desirer.  En  effet , les  corrections  relatives  à la  température  qu’on 
emploie  ordinairement , supposent  la  dilatabilité  constante , ce  qui  est 
contraire  à l’expérience  ; et  si  , pour  se  rapprocher  des  phénomènes,  on 
fait  la  dilatabilité  fonction  de  la  température  , il  reste  encore  à savoir 
si , après  avoir  trouvé  la  forme  de  cette  fonction  , les  constantes  qui  y 
entrent,  et  qui  conviennent  à une  certaine  pression,  conviendront  à 
d’autres  pressions  qui  différeraient  sensiblement  de  celle-là  , c’est-à-dire , 
si  la  dilatabilité  n’est  pas  en  général  fonction  de  la  température  et  de  la 
pression.  On  n’a  encore,  que  je  sache,  publié  aucune  expérience  qui 
puisse  éclaircir  cette  question  , mais  plusieurs  autres  circonstances 
physiques  ajoutent  encore  aux  incertitudes  sur  la  vraie  loi  de  la  dilatabilité. 
Ce  sont  les  différentes  capacités  de  chaleur  que  plusieurs  causes  font 
varier  dans  l'air  , et  auxquelles  il  faudrait  avoir  égard  dans  les  consé- 
quences qu’on  déduit  de  sa  température  ; les  différentes  quantités  d’eau 
qu’il  tient  en  dissolution,  quantités  qui  dépendent  de  sa  pression  et  de 
sa  température , et  qui  ont  une  grande  influence  sur  ia  dilatabilité  du 
composé  ; l’agitation  de  l’atmosphère , lors  des  observations  , qui  doit , 
même  dans  les  espaces  abrités  du  vent , rendre  la  densité  et  la  pression 
différentes  de  ce  qu  elles  seraient  si  l’air  était  dans  l’équilibre  parfait  que 
supposent  les  formules  barométriques  ; la  distance  horizontale  des  stations 
qui  peut  empêcher  les  observations , même  contemporaines  , d’être 
comparables , parce  que  les  colonnes  d’air  verticales  qui  agissent  sur  les 
baromètres , étant  éloignées  les  unes  des  autres  , peuvent  ne  pas  se  trouver 
dans  le  même  état,  &c.,  &c. 
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depuis  la  glace  Jusqu’aux  plus 
hautes  et  aux  plus  basses  tem- 
pératures habituelles  de  l’at- 
mosphère. 

q — (t  — T) 

1 

, _ r — /V  — T) 

? 

t et  r'  sont  plus  petits  ou 
plus  grands  que  l’unité!  sui- 
vant que  t et  t’  sont  plus 
grands  ou  plus  petits  que  T. 

148. 

II  reste  encore  beau- 
coup d’incertitudes  sur  U 
véritable  loi  de  la  dilata- 
tion de  l'air  , eu  égard 
aux  diverses  circonstan- 
ces physiques  qui  peu- 
vent la  modifier;  cepen- 
dant on  peut  tirer  un 
parti  utile  de  la  fonction 
par  laquelle  on  a exprimé 
\idilatabilitê  fans  le  pro- 
blème 173  , où  » pour  la 
première  fois  , on  a eu 
egard  à la  variation  de 
cette  dilatabilité. 

Pp  a 
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Il  reste  encore  les  incertitudes  des  observations  de  h et  h' , c’est-à-dire, 
celles  sur  l’évaluation  des  différences  de  hauteur  du  mercure  aux  stations 
supérieure  et  inférieure  ; mais  d’après  ce  que  je  viens  de  dire  , ces 
dernières  causes  d’erreurs  sont  peut-être  celles  qui  altèrent  le  moins  les 
résultats.  On  a,  depuis  quelques  années,  construit  des  baromètres  extrê- 
mement précis  , parmi  lesquels  il  faut  distinguer  ceux  qui  donnent  le 
moyen  d’évaluer  la  hauteur  de  la  colonne  élevée  par  son  poids  : la  grande 
exactitude  qu’ils  peuvent  donner  , doit  faire  desirer  que  les  physiciens 
et  les  mécaniciens  s’occupent  à les  rendre  commodes  et  usuels. 

Je  me  suis  un  peu  étendu  sur  la  théorie  barométrique , à cause  de 
son  importance  , et  parce  qu’en  offrant  au  lecteur  le  précis  de  tout  ce 
qu’on  a fait  jusqu’à  présent  sur  cette  matière , je  voulois  y ajouter  les 
nouvelles  considérations  relatives  à la  variation  de  la  dilatabilité  (art.  24p. 
250,  341  et  342),  qui  sont,  je  crois,  présentées  ici  pour  la  première 
fois,  et  dont  il  me  semble  qu’on  peut  tirer  un  parti  utile. 

34.4..  Je  terminerai  cette  section  par  des  recherches  relatives  aux  corps 
qui  jouissent  de  différens  degrés  de  fluidité  ; et  pour  donner  à ces  re- 
cherches plus  d’utilité  et  d’intérêt , je  les  appliquerai  à la  poussée  des 
terres  contre  les  murs  de  revêtement. 

Les  résistances  dues  au  frottement  et  à la  cohésion  qui  entrent  dans 
les  formules  des  articles  345  , 3 46 , &c.,  se  mesurent  de  la  manière 
suivante.  Supposez  qu’un  corps  pesant  est  posé  sur  une  surface  plane 
horizontale,  à laquelle  il  n’adhère  point;  la  puissance  horizontale  néces- 
saire pour  le  sortir  de  l’état  de  repos,  s’il  n’est  pas  en  mouvement,  ou  pour 
empêcher  que  son  mouvement  ne  soit  retardé  , s’il  a déjà  une  vitesse 
horizontale  , cette  puissance , dis-je , mesurera  le  frottement  du  corps  sur 
la  surface.  J’entrerai  par  la  suite  dans  de  plus  grands  détails  sur  cet 
objet.  La  résistance  de  la  cohésion  est  due  à l'union  des  parties  consti- 
tuantes d’un  même  corps  entre  elles  ; elle  est  égale  à l’eflôrt  qu’il  faut 
faire  pour  séparer  ces  parties  ; effort  que  je  supposerai  proportionnel  à 
la  surface  de  rupture. 

3^.5.  St  un  corps  pesant  est  posé  sur  un  plan  incliné,  où  il  est 
retenu  par  une  force  horizontale , les  conditions  de  l’équilibre  seront. 
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62 . 

De  U résistance 
duc, 

1 .*  Au  frotte- 
ment , 

2.*  A la  cohé- 
sion. 

P = la  paissance  hori- 
zontale qui  doit  retenir  le 
corps  sur  le  plan  incliné. 

226. 

Trouver  la  force  ho- 
rizontale nécessaire  pour 
tenir  un  corps  pesant  en] 
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en  ayant  égard  à la  cohésion  et  au  frottement , et  en  supposant  que  la 

résistance  qu'oppose  le  frottement  est  proportionnelle  à la  pression, 

(dans  le  cas  où  la  puissance  P , 
surmontant  le  frottement  et  la 
tang.  t — f ] cohésion  , est  prête  à faire  remon- 

ter le  corps. 

dans  le  cas  où  la  puissance  P , 
uniquement  employée  à empêcher 
le  mouvement , a en  sa  faveur  le 
frottement  et  la  cohésioo. 

34.6.  Dans  le  second  cas  , la  puissance  P pourra  être  augmentée  de 
toute  quantité  plus  petite  que 

2(fQ  yas\n.e) 


sans  que  le  mouvement  se  produise  , cette  quantité  étant  la  différence 
entre  la  première  et  la  seconde  valeur  de  P. 

34.7.  La  seconde  équation  de  l’art.  345,  appliquée  au  cas  de  la 
poussée  d’un  mur  de  revêtement , dans  l’hypothèse  où  le  prisme  de  terre 
qui  produit  la  poussée  a trois  faces  planes , l'une  verticale  appliquée 
contre  le  mur  de  revêtement , l’autre  horizontale  qui  est  sa  surface  supé- 
rieure ; et  la  troisième  inclinée  à l’horizon  qui  sépare  ce  prisme  des  terres 
inférieures  ; cette  seconde  équation , dis-je , donne  pour  la  somme  des 
poussés  horizontales  contre  le  mur  d’un  prisme  quelconque  cjui  tendrait 
à couler  sur  un  angle  <r  < t,  égal  à l’angle  formé  par  la  verticale  et  par 
sa  face  inférieure , en  observant  que  le  poids  de  ce  prisme  = 4 w h1  tang.  <r, 

P — A1  -4-  y h tang.  t)  tang.  tang.  ( t — <r)  — y h tang.  t. 

348.  Il  s’agit  maintenant  de  déterminer  quel  est,  parmi  tous  les 
prismes  qui  peuvent  couler  sur  leur  face  inférieure , celui  qui  donne  la 
plus  grande  poussée  horizontale  : différenciant  la  valeur  de  P par  rapport 
à <r , et  égalant  la  différentielle  à zéro,  on  parvient  à ce  résultat,  remar- 
quable par  sa  simplicité,  et  qui  n’avait  encore  été  donné  nulle  part; 

le  rapport  f du  frottement  à la  pression , 
est  égal  à cotang.  1, 


. P = 


Q ( 1 — /rang.  • ) — > a : co«.  t 
ung.  , / 
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Q = le  poids  du  corps 
qu'il  s’agit  de  tenir  en  équi- 
libre sur  le  plan  incliné. 

0 = l’angle  formé  par  le 
plan  incliné  et  par  la  ver- 
ticale. 

f — le  rapport  du  frotte- 
ment à la  pression  , ou  la  co- 
tangente de  l'angle  formé  par 
la  verticale  et  par  le  plan  sur 
equel  le  corps  commencerait 
à glisser. 

y — la  résistance  de  la 
cohésion  sur  l’unité  de  sur- 
face. 

a — la  surface  sur  laquelle 
la  cohésion  a lieu. 


P , 9 et  y ont  la  meme 
signification  qu'à  l’art.  345. 

A = la  hauteur  du  mur 
de  revêtement  depuis  sa  base 
jusqu'au  cordon  ou  à la  sur- 
face supérieure  du  terrain. 

t = l'angle  formé  par  la 
verticale  et  par  le  plan  qui 
sépare  les  terres  qui  tendent 
à couler  , de  celle*  qui  n’y 
ont  aucune  tension , dans  le 


DU  FINITIONS. 


THEO  H tMES. 


I49. 

Lorsqu’il  s’agit  d’empê- 
cher le  mouvement  d’un 
corps  pesant  sur  un  plan 
incliné,  le  frottement  et 
la  cohésion  équivalent  , 
pour  favoriser  cet  effet , à 
une  puissance  horizontale 
2(fq -t-y  a sin.r  ) 
sin.*  t — /*  cos.** 


rjo. 

Le  prisme  de  terre  de 
plus  grande  poussée,  est 
celui  qui  tend  à glisser 
sur  un  plan  incliné  for- 
mant avec  la  verticale  un 
angle  égal  à la  moitié  de 
celui  que  la  même  verti- 
cale fait  avec  la  ligne  du 
talus  naturel  des  terres. 


PRO  BLEMES. 


équilibre  sur  un  plan  in- 
cliné , en  ayant  égard  au 
frottement  et  à la  cohé- 
sion , 

I Dans  le  cas  où  la 
puissance , surmontant  le 
frottement  et  la  cohésion, 
est  prête  à faire  remonter 
le  corps  ; 

2.0  Dans  le  cas  où  la 
puissance  , uniquement 
employée  à empêcher  le 
mouvement , a en  sa  fa- 
veur le  frottement  et  iaj| 
cohésion. 


227. 

Trouver  la  puissance 
horizontale  équivalente  à 
la  somme  des  pressions 
horizontales  , contre  le 
parement  d’un  mur  de 
revêtement , exercée  par 
un  prisme  de  terre  qui 
tend  à couler  sur  une 
inclinaison  quelconque 
plus  petite  que  celle  du 
talus  naturel  des  terres. 

228, 

T rouver  parmi  tous  les 
prismes  de  terre  qui  ten- 
dent à couler  sur  leur 
face  inférieure , quel  est 
celui  qui  produit  la  plus 
grande  poussée , et  don- 
ner la  valeur  de  cette  plus 
grande  poussée* 
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d’où  on  déduit  pour  la  valeur  de  la  poussée  horizontale  à laquelle  le 

mur  doit  résister , 

P — (\rx  h'  -4-  y h tang.  ~r)  tang.’  4 t — y h tang.  t, 

v 

qui  se  change  en 

P — j -7T  h'  tang.’  {t  — y h tang.  t (1  — tang.’  {t). 


349.  Cette  expression  ne  contient  plus  que  la  quantité  y,  qui  11e  soit 
pas  donnée  ou  par  l’état  de  la  question  , ou  par  l’expérience.  Pour  la 
déterminer,  on  fera  la  valeur  précédente  égale  à zéro,  ce  qui  donnera 

ÿ 7T  //,  tang.’  j t — y tang.  y ( 1 — tang.’  -y)  — o ; 


d’où 
et.  . 


. > »ng  ■t('i  — t»  ng.’  ; t } 
A » tang.*  A T 
{■*>>'  tang.*  A T 

t*ng.  t ( 1 — tang.*  A 


K tang.  j t. 


3 jO.  Cette  valeur  de  y,  substituée  dans  l’équation  de  l’art.  347, 
la  change  en  Celle-ci, 

p 4»  A*  | [ 1 — (l  — m)  tang.’  Jt]  tang.  #ung.  (t  — t)  — m tang.*  çT  j 

1 — tang.*  i t 

351.  Cette  même  valeur,  substituée  dans  l’équation  348,  donne 
l’expression  très-simple , 

P =.  j7r  h (h  — h J tang.’  ÿ y 

de  la  plus  grande  poussée  , qui  ne  contient  plus  que  des  quantités 
données  ou  par  l’état  de  la  question , ou  par  l’expérience, 

352.  Pour  trouver  la  somme  des  momens  de  toutes  les  poussées 
élémentaires  sur  la  hauteur  h,  on  a l’expression 

±'Kh'(\h  — j/iJ  tang.' yT  = somme  des  momens; 
et  au  moyen  des  deux  équations  précédentes  , on  trouvera  toujours  les 
dimensions  des  murs  de  revêtement,  dans  l’hypothèse  où  ils  peuvent 
glisser  sur  leur  plate-forme  de  fondation , et  dans  celle  où  ils  peuvent 
êye  renversés. 
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cas  où  ces  terres  étant  nou- 
vellement remuées , la  cohé- 
sion entre  leurs  parties  est 
détruite. 

» — la  pesanteur  spéci- 
fique des  terres. 

/i,  — la  hauteur  sur  la- 
quelle on  peut  fouiller  les 
terres  à pic  , sans  qu’elles 
s’éboulent , dans  le  cas  où 
la  cohésion  entre  leurs  par- 
ties subsiste. 

229.. 

Trouver  la  valeur  de 
a cohésion  des  terres  , 
orsqu’on  connaît  leur 
pesanteur  spécifique,  leur 
talus  naturel  et  la  plus 
grande  hauteur  sur  la- 
quelle on  peut  les  creuser! 
à pic  sans  qu*clle$  a’é-j 
boulent. 

t, 

m — -~k  . 

i5t. 

La  plus  grande  poussée 
horizontale  a pour  va- 
leur 

~*h(h  — h,)  tang.'  7 r, 
et  son  moment  est  égal  à 
ztA*  (+<— ÿi,  ] tang.'-îT. 

i30. 

Déterminer  la  somme 
des  poussées  horizonta- 
les , en  quantités  qui 
soient  toutes  données  par . 
l’état  de  la  question  ou 
par  l’expérience. 

• 

* 

a3i. 

Déterminer  le  moment 
de  la  plus  grande  poussée 
horizontale  par  rapport  à 
l'arcte  inférieure  du  pa- 
rement extérieur  du  mur. 

* 

r\  ~ 
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333.  Dans  l’hypothèse  où  le  mur  peut  glisser  sur  sa  plate-forme,  ona 
pour  l’épaisseur  du  mur  au  cordon,  c’est-à-dire,  à sa  partie  supérieure, 

(h  — A, ^ tang.* -£t  n -+-  n'  , 


354-  Dans  l’hypothèse  où  le  mur  peut  être  renversé,  l'épaisseur  au 
cordon  se  calcule  par  l’équation 

* = [ -1T  h(lh  — ^>nS-,T'T  -+*  (h*  - -kn»h'Ÿ  — (n  -4- 

11  faut  bien  observer  que  les  valeurs  de  x,  données  dans  cet  article 
et  dans  le  précédent,  non-seulement  sont  différentes,  mais  encore  dé- 
pendent de  conditions  absolument  indépendantes. 


355.  Lorsque  les  deux  talus  du  mur  sont  égaux,  la  valeur  de  xu 
devient 


* = [ -5- V-M  — iVtang-‘ïT 


h'Y—ink. 


356.  St  on  suppose  que  la  cohésion  est  nulle,  ou  que  ht  = o, 
il  viendra 


* — h Lf  7 ung'  ~ H- 


4/1  — n, 


r 


'■  ] , lï»  talus  étant  inégaux; 


^ [^T-ïî_,*n6•,  2 H —)' — 4 //  ] , les  talus  étant  égaux. 


357-  quantités  n et  n/  , qui  sont  ordinairement  de  petites  frac- 
tions , peuvent  se  négliger  sous  le  radical , ce  qui  simplifie  les  équations 
précédentes , et  donne 

x " L 1 j n ' un6-  x ~~  J , Ira  talus  étant  inégaux; 

x — h\_(  J n ■•)  llng-  — i n ] , les  talus  étant  égaux. 

338.  Si  on  divise,  lune  par  l’autre,  les  valeurs  données  art.  351 
et  352,  on  aura 

h - h-  ' 

C’est  la  distance  du  pied  du  mur  au  point  par  où  passe  la  résultante 
de  toutes  les  pressions.  Cette  distance  est  égaie  à 4 h lorsque  la  cohésion 
est  nulle,  quelle  que  soit  d’ailleurs  la  valeur  du  frottement. 
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x = l’épaisseur  du  mur 

232. 

au  cordon. 

Trouver  l'épaisseur  du 

n et  n‘  sont  les  talus  de 

mur  au  co^on  , dansl 

ces  parcmens  intérieur  et  ex- 

l’hypothèse  du  glisse- 

térieur. 

ment  sur  la  base. 

n = la  pesanteur  spéci- 

a33- 

tique  de  ia  maçonnerie. 

Trouver  l’épaisseur  du 

q = le  nombre  par  lequel 

mur  au  cordon , dans 

il  faut  multiplier  la  pression 

l’hypoihèsc  du  renverse- 

verticale  du  mur  sur  le  plan 
de  sa  base , pour  avoir  la  ré- 
sistance du  frottement  sur  le 

ment. 

plan  de  cette  base. 

a34- 

r = la  force  horizontale 

Appliquer  la  solution 

équivalente  à la  cohésion  du 

du  problème  précédent , 

mur  sur  une  unité  de  surface 

1 Au  cas  où  1rs  talus 

de  sa  base. 

intérieurs  et  extérieurs 
sont  égaux 9 

2.0  Au  cas  où  la  cohé- 
sion est  nulle. 

iji. 

a3  f • 

La  direction  de  la 

Trouver  à quelle  dis- 

résultante  de  toutes  les 

tance  du  pied  du  mur 

poussées  horizontales 

passe  la  direction  de  la 

passe  a une  distance  du 

résultante  de  toutes  les 

pied  du  mur,  égale  à 

poussées  horizontales  , 

h(\h  - \h') 
h — h‘ 

en  ayant  égard  au  frotte- 
ment et  à la  cohésion. 

. 

distance  qui  est  toujours 
la  mime , quelle  que  soit 
la  valeur  du  frottement. 

Qq  * 
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359.  Pour  déduire  le  talus  que  les  terres  prennent  naturellement 
lorsqu’il  y a cohésion  entre  leurs  parties,  du  talus  qu’elles  affectent 
lorsqu’elles  sont  nouvellement  remuées  et  que  la  cohésion  entre  leurs 
parties  est  détruite , on  a l'équation 

fj-rrA1  y h tang.  r)  tang.  0- . tang.  (t  — <r)  — y h tang.  r = o. 

On  tire  de  cette  équation,  en  substituant  pour  y sa  valeur  ^ ir h t 
tang.  | r , ou  en  égalant  à zéro  le  second  membre  de  l’équation  de 
l’article  350, 

t r t>ng-  *T  i 1 =b  - «>)(*  a T;i  | * 

, - f,  - >«;  ung.»  { r 

qui  fait  voir  que  lorsque  la  cohésion  entre  les  parties  a lieu  , la  hauteur  du 
talus  influe  sur  son  inclinaison,  ou  que  l’angle  du  talus  n’est  pas  le  même 
sur  toutes  les  hauteurs.  Ce  talus  fait  toujours  avec  la  verticale  un  angle 
plus  petit  que  r et  plus  grand  que  } r ; c’est-à-dire  , que  les  limites  de  son 
inclinaison  sont  r et  jr;  on  a = r lorsque  h =.  infini  ou  m — o, 
et  <r  — \ r lorsque  //  = h,  ou  m — 1 ; mais  comme  , dans  ce 
dernier  cas , la  valeur  zéro  de  la  poussée  correspond  à l’angle  sous 
lequel  cette  poussée  doit  en  général  être  un  maximum,  il  s’ensuit  que, 
lorsque  h — h;,  la  poussée  est  zéro  non-seulement  sous  l’angle  4r  , 
mais  encore  sous  tous  les  angles  possibles  : cette  conséquence , tirée  de 
l’équation  précédente , est  évidente  d’ailleurs , puisque  h,  est  la  hauteur 
sur  laquelle  on  peut  fouiller  le  terrain  à pic  sans  qu’il  s’éboule. 

360.  Les  formules  données  depuis  l’art»  344  embrassent,  comme 
on. voit,  tous  les  degrés  de  ténacité  des  terres  , depuis  la  dureté  jusqu’à 
la  fluidité  parfaite.  En  effet , si  on  prend  la  première  de  ces  limites  en 
faisant  h,  = 00  et  r = o , et  qu’on  observe  qu’alors  tang.*  (j  r) 
est  du  second  ordre , les  valeurs  données  art.  351,  3 j 2 deviendront 
nulles , parce  que  , dans  ce  cas , il  n’y  a point  de  poussée. 

La  seconde  limite  donne , en  faisant  A,  — o et  -r-  — 1 circon. 

Poussée  horizontale = j -s-  /}* , 

Somme  des  momens  de  la  poussée . . , 
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notation. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


1 y 3 * 

Lorsque  la  cohésion 
des  terres  n’est  pas  dé- 
truite , ia  hauteur  de 
leur  talus  influe  sur  son 
inclinaison.  Cette  incli- 
naison , rapportée  à la 
ligne  verticale,  est  tou- 
jours plus  petite  que  l’an- 
gle du  talus  naturel  des 
terres,  et  plus  grande  que 
la  moitié  de  cet  angle; 
elle  parvient  à ia  pre- 
mière limite  lorsque  la 
hauteur  du  talus  est  in 
finie , et  i la  seconde 
lorsque  la  hauteur  du 
talus  approche  de  celle 
sous  laquelle  on  peut 
creuser  les  terres  i pic 
sans  qu’elles  s’éboulent 


a36. 

Trouver  la  relation 
entre  le  talus  que  les 
terres  prennent  naturel- 
lement , lorsqu’il  y a 
cohésion  entre  leurs  par- 
ties et  le  talus  qu’elles 
affectent  lorsqu’elles  sont 
nouvellement  remuées , 
ou  que  la  cohésion  entre 
leurs  parties  est  détruite. 


*37- 

Trouver  ce  que  don- 
nent les  formules  de  la 
poussée  dans  les  cas 
extrêmes  de  la  dureté 
et  de  la  fluidité  parfaites 
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Distance  , à ia  base , du  point 

d’application  de  la  résultante = j h , 

Épaisseur  au  cordon  pour  résister 

au  glissement = h(  ny  ")  > 

Épaisseur  au  cordon  pour  résister 

au  renversement = Æ[ — \rt db  V'fj  — ■ -H- 1 >') ] , 

valeurs  qui  sont  précisément  les  mêmes  que  celles  qui  auraient  lieu, 
pour  un  fluide  de  même  pesanteur  spécifique  que  les  terres. 

361.  Les  formules  des  articles  précédens  offrent  une  solution  du  pro- 
blème de  la  poussée  des  terres , plus  complète  que  celles  qu’on  avait  pu- 
bliées jusqu’à  présent , et  à laquelle  je  suis  parvenu  au  moyen  du  nouveau 
théorème  n.°  348,  qui  fournit  une  expression  aussi  curieuse  que  simple  de 
l’angle  de  la  plus  grande  poussée.  Pour  faciliter  le  moyen  de  comparer 
mes  formules  avec  celles  ou  les  équivalentes  à celles  dont  les  ingénieurs 
se  servent  le  plus  communément  dans  les  calculs  des  épaisseurs  des  murs 
de  revêtement , je  vais  donner  ici  ces  dernières  formules  , et  exposer 
succinctement  les  considérations  sur  lesquelles  on  peut  les  établir. 

Si  on  envisage  le  prisme  de  terre,  qui  tend  à se  séparer  et  à glisser,  comme 
un  corps  de  forme  invariable  dont  le  poids  - rre  h*  tang.  r , et  qu’il 
s’agit  de  retenir  sur  un  plan  incliné  au  moyen  d’une  puissance  horizon- 
tale , en  considérant  la  pression  perpendiculaire  au  plan  incliné  comme 
une  seconde  puissance  que  j’appellerai  puissance  normale,  qui  se  compose 
avec  la  première  que  je  nommerai  puissance  horizontale , la  question  peut 
être  envisagée  sous  deux  points  de  vue  : 

1 .°  Les  puissances  horizontale  et  normale  peuvent  être  restreintes  à 
empêcher  que  le  corps  prismatique  n’ait  un  mouvement  horizontal  ; 
alors  la  puissance  horizontale  a pour  valeur  - h'  sin.‘  t , et  il  reste 
une  puissance  verticale  qui  n’est  pas  détruite , qui  est  égale  à j vr  h% 
sin.  r cos.  t , ou  à \ tc  h1  sin.  ( z r),  et  qu'on  néglige  parce  qu’elle 
n’a  aucun  effet  horizontal. 

Cette  considération  donne 

* = h [ - i « HH  JL  sin.*  T H-  i /.*;]/ 


Digitized  by  Google 


3.e  partie,  i.re  SECTION.  HYDROSTATIQUE.  3 I 1 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

• 

» 54- 

Dans  le  cas  où  le 
frottement  et  U cohé- 
sion sont  supposés  nuis , 
les  formules  des  art.  3 5 1 , 
3 5 2 et  3 5 8 donnent  pour 
la  somme  des  poussées  ho- 
rizontales, la  somme  de 
leurs  momens , et  la  dis- 
tance à la  base  du  point 
d’application  de  la  ré- 
sultante respectivement , 
T » *’  , i » et  i l>  , 

comme  pour  les  fluides. 

238. 

Exposer  les  considé- 
rations sur  lesquelles  on 
peut  établir  les  formules 
de  la  poussée  des  terres 
employées  le  plus  com- 
munément. 

- 

339. 

Appliquer  les  consi- 
dérations précédentes  à 
la  détermination  de  l’é- 
paisseur des  murs  de  re- 
vêtement, en  faisant  abs- 
traction du  frottement. 
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cette  valeur  ne  diffère  de  celle  de  l’article  3 5 6 que  par  la  substitution 
de  sin.‘  t à tang.'  ÿ t ; elle  donne,  par  conséquent,  des  dimensions  plus 
fortes , et  peut , sans  inconvénient , être  employée  dans  la  pratique  ; 

z.°  Les  puissances  horiiontale  et  normale  peuvent  être  telles,  qu’elles 
tiennent  le  centre  d’inertie  du  prisme , ou  toute  la  masse  de  terre  qui 
pousse,  dans  un  état  d’équilibre  absolu;  alors  la  puissance  horiiontale 
est  égale  à ÿ vr  /;*  ; elle  ne  dépend  que  de  ,1a  hauteur  du  mur  et  nulle* 

- n hx 

ment  du  talus  des  terres  ; la  puissance  normale  — — , et  on  a 

a = //  [ — 1 » VŸt  "H"  *+■  T WV]  • 

équation  qui  est  précisément  la  même  que  celle  trouvée  dans  l’article 
précédent  pour  le  cas  de  la  fluidité  : elle  donne  le  maximum  d’épaisseur, 
et  il  sera  prudent  de  l’employer  dans  les  cas  où  les  terres , sujettes  à 
être  délayées , pourront  être  réduites , par  les  infiltrations  de  l’eau  , à 
un  état  qui  approche  de  la  fluidité  parfaite. 

Je  n’ai  point  parlé  du  frottement  des  terres  contre  le  parement  intérieur 
des  murs  de  revêtement , et  de  quelques  autres  circonstances  qui  tendent 
à diminuer  l’effet  de  la  poussée  ; leur  considération  était  inutile  à l’objet 
que  j’avais  en  vue , et  d’ailleurs  la  solidité  exige  qu’on  n’y  ait  aucun  égard 
dans  la  pratique. 

Fin  de  T Hydrostatique. 
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NOTAT  I ON. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

* 

* S S* 

L'application  de  la  so- 
ution  du  second  cas  du 
srobléme  238  à 1»  dé- 
termination de  la  force 
des  murs  de  revêtement, 
donne  des  épaisseurs  in- 
dépendantesde  l'angle  na- 
turel du  talus  des  terres , 
et  seulement  proportion- 
nelles à la  hauteur  du 
mur. 

Ces  épaisseurs  sont 
égales  à celles  qu’on 
trouverait  dans  le  cas  où 
le  mur  aurait  à soutenir 
la  poussée  d’un  fluide  de 
même  pesanteur  spéci- 
fique que  les  terres. 

. 

J 

R * 
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514 


SECONDE  SECTION. 


H Y D R O D Y NA  MI  Q UE, 

362.  L’hydrodynamique  est  la  partie  de  la  mécanique  des  fluides 
qui  fait  entrer  le  temps  en  considération , et  a pour  objet  l’action  des 
puissances  sur  les  molécules  fluides  , de  laquelle  il  résulte  un  mouvement. 

363.  Si  on  rapporte  la  position  d’une  molécule  quelconque  d’un 
fluide  en  mouvement  à trois  plans  coordonnés , les  quantités  à considérer 
dans  la  détermination  des  phénomènes  de  ce  mouvement  sont. 

Premièrement , les  quantités  données;  savoir,  i.°  la  nature  du  fluide, 
de  laquelle  dérive  une  certaine  relation  entre  la  densité,  la  chaleur  et 
la  pression  ; 2.0  les  puissances  appliquées  à la  molécule,  puissances  que 
nous  supposerons  connues  en  quantité  et  en  direction  ; 

Secondement , les  quantités  inconnues  ; savoir  , 1 ,°  la  vitesse  de  la 
molécule,  2.0  la  direction  de  son  mouvement,  3.0  sa  pression,  4.0  sa 
densité. 

La  connaissance  de  la  direction  comporte  la  détermination  de  deux 
quantités  : ainsi  voilà  cinq  inconnues  qui  exigent  qu’on  ait  un  nombre 
égal  d’équations. 

Mais  on  peut , à la  vitesse  et  à la  direction , substituer  les  trois  vitesses 
parallèles  aux  trois  axes  coordonnés  ; ainsi  les  cinq  inconnues  sont , en 
dernier  résultat , trois  vitesses  respectivement  parallèles  aux  axes  des  x , 
y et  1 , la  pression  et  la  densité'. 

364.  Ces  inconnues  doivent  être  exprimées  en  fonctions  de  x, 
y et  Z,  et  du  temps  t.  S’il  s’agit , par  exemple,  de  la  densité  k , on  a 

k — fonction  (x , y , Z,  t)  , 
et 

dk  = (JL)*  -+-  (^y)Jy  (JL) dZ  + (JL)dt, 

et  dx , dy , dZ  se  rapportant  à l’espace  parcouru  par  la  molécule  qui 
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NOTATION. 


t =r  le  temps. 

/<  et  p sont  respectivement 
fa  densité  et  la  pression  , au 
bout  du  temps  t , de  la  mo- 
lécule qui  a x , y et  £ pour 
coordonnées. 

u j v et  h'  sont  respecti- 
vement, au  bout  du  temps  t , 
les  vitesses  parallèles  aux  x , 
et  £ de  U molécule  qui  ax; 
et  1 pour  coordonnées. 


DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

6j. 

De  l’hydrody- 
namique. 

■ ■ 

240. 

Assigner  les  quantités 
qui  constituent  les  in- 
connues et  les  données 
dans  les  problèmes  re- 
latifs au  mouvement  des 
fluides. 

f 

ij6. 

La  nature  du  fluide 
et  les  puissances  qui 
agissent  sur  lui  étant 
données  , les  inconnues 
des  problèmes  relatifs  au 
mouvement  sont  les  trois 
vitesses  parallèles  aux 
axes  des  x , jr  n j , la 
pression  et  la  densité. 

24T. 

Trouver  une  équation 
qui  donne  à un  instant 
quelconque  la  relation 
entre  la  densité  et  les 
trois  vitesses  parallèles 
aux  axes  coordonnés. 

Rr  2 
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a x , y et  z pour  coordonnées , on  a 

dx  = udt , dy  = vdt,  di  = wdt; 
ce  qui  change  l’équation  précédente  en 


d k , d k , 

~TT  = ( ~7T  )u 


* d fi  y y d fl  . y d A y 


dt  Kdx/~'xdy/  1 d i 

d’un  autre  côté , en  comparant  les  densités  de  la  molécule  au  commen- 
cement et  à la  fin  de  l’instant  dt , c'est-à-dire,  dans  les  deux  positions 
successives  où  ses  coordonnées  sont,  i.°  x,  y et  j ; 2.°  x — t-  dx , 


y -4-  dy  et  z H-  dz,  ou  x -+-  udt , y -4-  vdt  et  z 


dh 

dt 


- nÆ ) + (-%■)■ 


-4—  i vdt , on  trouve 

dw  . , 

<—n> 


et  ces  deux  valeurs  de  égalées  entre  elles , donnent 


1 dy  ' 


. d.  k W . 

( 7Z  / 


/ Jh  ) 
ir)  = 0 • 


366-  Lorsque  le  fluide  est  incompressible,  cette  équation  devient, 
en  faisant  k = constante , 

.du  . . dv  , , dw  . 

équation  qui , parmi  une  infinité  de  cas  où  elle  peut  avoir  lieu , est 
satisfaite  par  la  condition  que  u,  v et  v sont  respectivement  indépen- 
dantes de  x,  y et  z ; ce  qui  donne 

, du  , , dv  , , dw  , 

<— )=••  (—)  = •>«(—)  = <>■ 


367.  Les  vitesses  u,  v et  v étant,  comme  la  densité  et  la  pression, 
fonctions  de  x , y , z et  t , on  a 

du  = (^)dx  + (J±)dy  + (J±)dz  + (^-)dtj 

dv  = (±~)  dx  -4—  (-±)  dy  -4-  (-j^-)dz  -+-  (±-)êt. 

d*=  (~)à^(^)dy  -4 - (±)éu 

ou  en  mettant,  comme  à l'article  364,  udt,  vdt  et  wdt,  au  lieu 
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de  dx , dy  et  dz> 


Forces  accélératrices 
qui  ont  effectivement 
lieu  parallèlement  au* 
a*es  des 


Voilà  l’expression  des  forces  accélératrices  qui  ont  effectivement  lieu 
parallèlement  aux  axes  des  x , y et  et  on  peut  remarquer  que  l’in- 
crément de  chacune  des  trois  vitesses  dépend  des  deux  autres  vitesses. 

D'un  autre  côté , on  trouve , en  combinant  les  actions  des  puissances 
appliquées  à fa  molécule,  avec  les  pressions  que  cette  molécule  éprouve 
de  la  part  du  ffuide  ambiant,  que  les  forces  accélératrices  imprimées 
cette  molécule  sont, 


Forces  accélératrices  imprimées  par 
l’action  combinée  des  puisancej  et 
des  pressions  parallèlement  au*  axes  V 
de*. 


• six 
•sir 

Z • • •*[  Z 


A 

■(- 

d x * 

1 

. /. 

dp 

h 

t 

dy  - 

I 

7~ 

■(- 

dp 

J - - 

)]■ 


368.  Égalant  les  forces 
lieu  , il  vient 


accélératrices  imprimées  à celles  qui  ont 


<7r>- 


z d u , du  . 


[ y 

[Z 


■ir-g-;]  s=(-“- 

'•  ,'dp  ,-i  , dw 


dx 


)u 


. dv 
/ d"r  t 

('—A 


d v 


d v 


(~rr)w-*-(  ~rr  )’ 

/dur  \ dw  . 

>■ 


369.  Ces  trois  équations,  celle  de  l’art.  365  , ou  de  l'art.  3 66 
(si  le  ffuide  est  incompressible),  et  l’équation  qui  doit  être  donnée  par 
la  nature  du  fluide , entre  la  pression  , la  température  , &c. , forment 
les  cinq  équations  qui  , supposées  intégrées , donneraient  , en  fonctions 
finies  de  x , y , z et  t , les  valeurs  des  cinq  inconnues  u , v,  w,  A et  p. 
Il  est  important , dans  les  applications , de  se  faire  une  idée  exacte 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PR  O B L È M ES» 

g = la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur  terrestre. 

X , Y et  Z sont  des 
nombres  abstraits,  constan* 
ou  variables  , tels  que  les 
produits  g X , gYj  g Z sont 
respectivement  égaux  aux 
forces  accélératrices  qui , si 
la  molécule  qui  a x t y et  £ 
pour  coordonnées , était  par- 
faitement libre , seraient  im- 
primées à cette  molécule,  à 
l’instant  qui  termine  le  temps 
t et  en  vertu  des  puissances 
qui  la  sollicitent , parallèle- 

244. 

Trouver  les  trois 
forces  accélératrices  qui 
animent  une  molécule 
Huide , parallèlement  aux 
axe»  coordonnés  , en 
combinant  les  puissances 
qui  lui  sont  appliquées 
avec  la  pression  qu’elle 
éprouve. 

ment  aux  aie»  des  x ,y  et  j. 

.58. 

Les  trois  équations 
données  par  la  solution 
du  problème  24.5,  celle 
donnée  par  la  solution 
du  problème  24. 1 , et 

245. 

Trouver  trois  équa- 
tions qui,  supposées  in- 
tégrées , donneraient , A 
un  instant  quelconque  , 
les  relations  entre  les 
trois  vitesses  parallèles' 
aux  coordonnées  et  la 
pression. 

. 

celle  qui  se  rapporte  à 
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de  la  correspondance  qu’il  y a entre  les  variations  de  x , y , Z et  t , et 
celles  correspondantes  d’une  quantité  qui  serait  fonction  de  ces  variables. 
Ainsi , soit 

$ = fonction  (x , y , Z , t)  : 

on  peut  supposer  t constant  et  faire  varier  x , y , et  Z,  soit  partiellement, 
soit  toutes  ensemble.  Dans  ce  cas , on  compare  les  diverses  valeurs 
contemporaines  de  $,  qui,  à un  instant  déterminé,  répondent  à dilférens 
points  du  système  fluide , et  appartiennent  à différentes  molécules  placées 
à ces  points  au  même  instant. 

On  peut , au  contraire  , supposer  x , y et  Z constans  et  faire  varier  t : 
dans  ce  cas,  on  considère  les  valeurs  de  4>  appartenant  aux  diverses 
molécules  qui , dans  plusieurs  instans  successifs , passent  par  un  même 
point  qui  a x,  y et  £ pour  coordonnées. 

Enfin , si  on  fait  varier  x , y et  5 ( soit  partiellement , soit  toutes 
ensemble)  et  t,  on  obtient  les  valeurs  de  $ appartenant  à une  même 
molécule , et  qui  changent  à mesure  que  cette  molécule  passe , dans  de* 
instans  successifs  , d’un  point  à l’autre  du  système. 


370.  Reprenant  les  équations  de  l’art.  3^8,  et  faisant 

, d u . > du  . .du.  .du  , r _ 

(—)u  -H  f-17)y  -+-  (-)w  -H  (—)  = U, 


/ d V , 

(-77) u 


( 


, d V , . dv  . 

(^r)’ -+-<—■ >w- 

77)°  ^ (-77)'+  (~dï)" 


(■t, r ) = r. 
= r. 


on  trouve , en  multipliant  les  équations  susmentionnées  respectivement 
par  S'x , S'y  et  et  prenant  leur  somme, 

=g(Xfix  -+-  Yïy  H-  Z S'i)  — (US'x-+-  Vïy 


équation  dans  laquelle  la  différentielle  S'p  n’est  prise  que  par  rapport 
à x , y et  1,  c’est-à-dire,  dans  l’hypothèse  où  le  temps  serait  constant; 

ce  qui  donne  ( —j~ ) = O- 

Cette  équation  équivaut  aux  trois  de  l’art.  368,  parce  que  S'x,  S'y  et 
f 1 se  rapportent  à (jeux  points  différent  du  système,  qui,  à cela  près 
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NOTATION. 

DEFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

1*  relation  entre  la  den- 
sité et  la  température  du 
fluide  , forment  cinq 
équations  qui  , suppo- 
sées intégrées  , fourni- 
raient toutes  les  déter- 
minations relatives  au 
mouvement  des  fluides. 

246. 

Déterminer  la  corres- 
pondance qui  existe  entre 
les  variations  de  * , y , j 
et  t , et  les  variations  , 
totales  ou  partielles  , 
d’une  quantité  ® qui  se- 
rait fonction  de  x , y , 
C et  t. 

• 

247. 

Trouver  une  équation 
unique  qui  remplace  les 
trois  équations  données 
par  la  solution  du  pro- 
blème 24;. 

N.0  Les  variation*  de  /» , n , 
y et  i sont  désignées  par  /•  au 
lieu  de  d t parce  tpi 'il  s'agit  ici 
des  différences  contemporaines 
de  densité  eide  position  de  deux 
molécules  infiniment  voisines  , 
pour  distinguer  de  pareilles 
différences  de  celles  qui  se  rap- 
portent à une  meme  molécule 
dans  les  instaju  successifs  de  son 
mouvement. 

• 

S s 
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qu’ils  doivent  être  infiniment  voisins , peuvent  d’ailleurs  avoir , l'un  par 
rapport  à l’autre , une  position  quelconque , et  qu’ainsi  les  rapports  de 
ces  incrémens  f'x,  S'y  et  S'i,  sont  tout-à-fait  arbitraires.  II  faut,  d’après 
cette  indépendance,  que  les  coèfficiens  de  .v,  et  «Tj  soient  séparé- 
ment égaux  à zéro  dans  l’équation  précédente;  ce  qui,  en  observant 


t J 

que  ( • p ) a été  supposé  nul , ou  qu’on  a simplement  Sp  = 


( —j—  ) S'i,  redonne  les  trois  équ  ations  citées. 


371.  J’ajouterai  à cette  observation  une  remarque  qui  pourra  être 
utile  aux  commençans.  Soit  l’équation  4*  = fonction  (x,  y , t) , les 
incrémens  de  x,y  et  j peuvent  se  rapporter  ou  aux  positions  respectives 
et  contemporaines  de  deux  points  infiniment  voisins  du  système,  à une 
époque  donnée  , ou  à l’espace  parcouru  par  une  même  molécule,  pen- 
dant l’instant  «//.‘dans  le  second  cas,  ces  incrémens  ont  pour  valeurs 
particulières  udt,  vdt  et  w dt  respectivement  ; mais  les  coèfficiens  partiels 

( )>  ) sont  touj°urs  *es  tnêmes  dans  l’un  et  l’autre 

cas  ; ce  sont  des  fonctions  finies  qui  dépendent  uniquement  du  choix  de 
l’indéterminée  qu’on  fait  varier  , ou  de  la  direction  dans  laquelle 
on  considère  la  variation , et  sur  lesquelles  la  valeur  particulière  de 
l’incrément  qui  résulte  de  cette  variation  (pourvu  qu’on  le  suppose  infi- 
niment petit)  n’influe  en  aucune  manière. 


372.  Toute  la  théorie  du  mouvement  des  fluides  est  donc  contenue 
dans  les  deux  équations  suivantes  , auxquelles  il  faut  ajouter  celle  relative 
au  rapport  entre  la  température  et  la  densité. 


(A). 


. ci.  A tt  . 

I dx  * 


d,kv  » 

1— > 


-j 


/ dit  . 

(~TT  ) = °- 


(B) =z8(XS'x-+-Y*y-+.ZS'Z)— (US'x+VS'y  + 


en  observant  que  dans  le  cas  des  fluides  incompressibles,  l’équation  (AJ, 
qu’on  peut  appeler  équation  de  continuité' , devient 
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I59. 

$ étant  fonction  dex, 
y , Z et  1 > Ie*  coefficient 

,/  <s> 

différentiels  ( — - — ), 
a x 

ei<t> 

( — — h ——  ) ont  les 
dy  Jl 

mêmes  valeurs , soit  que 
les  variations  de  *,  y et  j 
se  rapportent  aux  posi- 
tions successives  d'une 
même  molécule  , soit 
qu’elles  se  rapportent  à 
la  différence  de  position 
de  deux  molécules  infi- 
niment voisines. 


6+.  • 

De  l’équation  de 
continuité  dans 
le  mouvement 
des  fluides. 


*4 8. 

Récapituler  les  équa- 
tions qui  donnent  tous 
les  phénomènes  du  mou- 
vement des  fluides. 
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et  que,  dans  l’équation  (B) , S'p  ne  renferme  pas  le  terme  (-£-  ) <!*> 

cette  différentielle  n’étant  prise  que  par  rapport  à x,  y et  1,  ou  rem- 
plaçant dans  l’équation  (B)  la  somme  des  trois  différences  partielles 

(A If- ) i \x  -+-  (-j-  ) ^ y -H  ( -j~r)  <^Z‘  ce  indique  la  différence 

des  pressions  contemporaines  qui  ont  lieu  à deux  points  infiniment  voisins. 

■yj  3.  L’Équation  (A)  de  l’article  précédent  est  susceptible  d’une 
intégration  complète.  En  effet , si  on  prend  trois  fonctions  arbitraires  de 
x , y , £ et  f , et  qu’on  désigne  ces  fonctions  respectivement  par  F,  G et  H, 
on  satisfera  à cette  équation  (A)  de  la  manière  la  plus  générale,  en  y 
substituant  pour  ku  , kv . kw  et  k les  valeurs  suivantes , que  je  ne  donne 
que  comme  exercices  d'analyse , parce  que  j’emploîrai  bientôt  l’équation 
de  continuité  sous  une  forme  beaucoup  plus  simple. 


L’équation  (C)  du  même  article  372 , est  aussi  satisfaite  de  la 
manière  la  plus  générale , en  y donnant  à u , v et  r les  valeurs  suivantes  ; 


dF 


dG 


dF 


dG 


d y ' ' dç 

= (-£-)(  d° 


dF 


dy 

dG 


d 1 d x ' 1 d x 

/ dF  ,/  dG  , , dF 

r = (- Tr't-dT ' — 


dz 

K-^r) 


f(y>  z>  0 
ff(*>  z>  0 

fff(x,  y,  t). 
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THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

249. 

Intégrer  l’équation 
nommée  équation  de  con- 
tinuité , 

x.°  Dans  le  cas  des 
fluides  élastiques , 

F,  C et  H sont  des  fonc- 
tions arbitraires  de  x ,y , j 
et  t. 

Les  signes  f ,ff ,fff  txffff 
sont  des  signes  de  fonction  , 
en  observant  que  ff , fff, 
& c. , ne  désignent  pas  des 
fonctions  de  fonctions  , mais 
qu’on  double,  triple,  &c. , 
la  lettre  f,  seulement  pour 
désigner  des  fonctions  diffé- 
rentes. 

- 

• 

* 

2.*  Dans  le  cas  des 
fluides  incompressibles. 
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On  fait  entrer  le  temps  dans  ces  valeurs  de  u,  v et  w,  quoique  (C)  11e 
soit  qu’entre  les  trois  variables  x , y et  j ; mais  t est  considéré  comme  une 
constante,  parce  que,  pour  satisfaire  à l’équation  (C)  au  moyen  des  trois 
précédentes,  il  faut,  dans  la  i.re,  2.'  et  3.*,  faire  respectivement, 


égaux  à zéro. 


37  y Les  intégrales  des  deux  articles  précédens  sont,  ainsi  que  j’en 
ai  prévena  , plutôt  utiles  comme  exercices  d’analyse  que  comme  appli- 
cables à la  solution  des  problèmes  d’hydraulique.  Avant  de  donner  à 
l’équation  de  continuité  la  forme  la  plus  simple  dont  elle  est  susceptible, 
il  est  bon  de  faire  quelques  observations  sur  les  équations  de  l’art.  372. 
D’abord  si  on  suppose  les  vitesses  nulles , on  aura 

u=  o,  v = o,  w ■=  o , Uz=.o,  V = o , IT— o. 

Ces  équations  se  réduisent  à 

(-%-)  = 01  + ^ + 

la  première  exprime  que  la  densité  ne  peut  varier  qu’avec  le  lieu,  ou 
avec  x,  y et  et  nullement  avec  le  temps;  la  seconde  est  l’équation 
de  l’équilibre  des  fluides,  donnée  art.  26 4. 


376.  On  voit  que  l’expression  XS'x  -+-  Y S' y -t-  Z/'j,  qui  est 
(dans  le  sens  de  la  définition  2 1 ) la  somme  des  moment  des  puissances 
appliquées  à la  molécule,  dont  les  coordonnées  sont  x,  y et  j,  que  cette 
expression,  dis- je,  doit  être  une  fonction  différentielle  intégrable  par 
elle-même , indépendamment  de  toute  relation  particulière  entre  x,  y 
et  1 ; et  c’est  ce  qui  a lieu  dans  les  cas  que  présente  la  nature. 

Ainsi  , dans  le  cas  des  fluides  incompressibles  , l’équation  ( B ) , 
art.  372  , deviendra 


Jf  = gS—  T f(t) 


Lt  fonction  arbitraire  f(t)  vient  de  ce 
que  dp  est  tine  différentielle  prise  par 
rapport  k x , jy  et  ç seulement , art. 
j7°  » 
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NOTATION.  DÉFINITIONS.  THÉORÈMES. 


PROBLEMES. 


ÎJO. 

Déduire  l'équation  de 
l’équilibre  de»  fluides  de 
celles  du  mouvement. 


160. 

L’expression  Xîx-i- 

YS'y  -h  Z f z ^oit  *tre 

intégrable  pir  elle-mê- 
me , ainsi  qu'on  l'a 
déjà  dit  art.  265. 


f(XJ>  -*-YJ}  + ZJz)  = S 
/(UJ*+  VJj+-WJi)=T. 


2JI. 

Assigner  les  conditions 
qui  rendent  intégrable 
celle  des  équations  du 
mouvement  des  fluides  in- 
compressibles , qui  donne 
la  relation  entre  la  pres- 
sion et  les  vitesses  pa- 
rallèles aux  axes  coor- 
donnés. 
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mais  pour  que  T soit  une  quantité  assignable  , il  faut  qu'on  ait 


deux  de  ces  lut- 
tions donnent  II 
troisième  ; 


et  que  les  fonctions  arbitraires  F et  G qui,  art.  374,  entrent  dans  le* 
valeurs  de  u,  y et  w , soient  telles  que  ces  équations  de  condition  aient 
lieu.  Or,  l’intégration  de  l’équation  (C),  art.  37a,  qui  a fourni  les  trois 
équations  de  l’art.  374,  ne  donne  pas  la  plus  légère  facilité  pour  déter- 
miner F et  U de  manière  à rendre  Udx  -+-  Vil  y -+-  Wdi  intégrable. 


£ 

377.  L’équation  d’équilibre  = PFx  -4-  QP'y  -4- 

considérée  comme  déduite  des  équations  du  mouvement,  fournit  un 
résultat  singulier , en  ce  qu’elle  conduit  à l’intégrale 

P = -+•  f(0  • 

le  fluide  étant  supposé  incompressible.  On  voit  que  dans  le  cas  de 
l’équilibre  il  entre  une  fonction  arbitraire  du  temps  dans  la  valeur  de  la 
pression  ; mais  , avec  la  plus  légère  réflexion  , on  se  rend  aisément  raison 
de  cette  conséquence  paradoxale.  En  effet,  si  un  fluide  incompressible 
en  équilibre  remplit  entièrement  la  capacité  intérieure  d’un  vase  ( qu’on 
peut  supposer  de  forme  invariable  ) , il  est  évident  qu'un  piston  adapté 
à un  orifice  pratiqué  à ce  vase , peut , à des  époques  successives  quel- 
conques , exercer  sur  le  fluide  des  efforts  quelconques , et  changer  ainsi 
les  pressions  que  les  parties  de  ce  fluide  exercent  les  unes  sur  les  autre* 
sans  détruire  l’équilibre. 


378.  Voici  maintenant  une  autre  manière  de  parvenir  à des  équa- 
tions générales  propres  à représenter  les  phénomènes  du  mouvement  des 
fluides,  ou  à tenir  lieu  des  équations  de  l’art.  372,  J'observe  d’abord 
qu’à  un  instant  quelconque  du  mouvement , les  positions  respectives , 
les  pressions  et  les  densités  des  molécules  du  système  fluide,  dépendent 
des  positions  respectives  des  pressions  et  des  densités  quelles  avaient  à 
une  époque  déterminée  du  mouvement  et  du  temps  qui  s’est  écoulé  depuij 
cette  époque.  On  a donc 

X = / (a,  b,  c,t)  ; y = ff  (a.b.ç.t) ; 1 — fff(a,b,c,t)< 
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DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

161. 

La  valeur  générale  de 
la  pression  dans  le  cas 
de  l’équilibre  des  fluides 
incompressibles  , ren- 
ferme une  fonction  arbi- 
traire du  temps. 

- 

a , b et  c sont  les  coor- 
données initiales , parallèles 
respectivement  aux  x , y et  ^ 
de  la  molécule  qui,  au  bout 
du  temps  t , a les  coordonnées 
x , y « 1. 

f , ff,  fff  sont,  comme 
à l'art.  373,  des  signes  de 
fonction. 

162. 

A un  instant  quel- 
conque du  mouvement , 
les  positions  respectives, 
les  pressions  et  les  den- 
sités des  molécules  d’un 
fluide  dépendent  des 
positions  respectives  des 
pressions  et  des  densités 
qu'avaient  ces  molécules 
à une  époque  déterminée 
du  mouvement  et  du 
temps  qui  s'est  écoulé 
depuis  cette  époque. 

Tt 
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La  pression  p et  !a  densité  k , au  bout  du  temps , qui , en  générai , 
sont  fonctions  des  x,y,  3 et  / (art.  364),  sont  par  conséquent  aussi 
fonctions  de  a,  b,  c et  t. 


379.  Lorsqu’on  considère  le  mouvement  d’une  même  molécule 
pendant  l’instant  dt , les  valeurs  de  dx , dy  et  dz . tirées  des  équations 
de  l’article  précédent , doivent  être  prises  en  ne  faisant  varier  que  le 
temps  , puisque  a,  b et  c sont  constantes  par  rapport  à une  molécule 
considérée  isolément. 

Mais  s’il  s’agit  de  comparer  les  positions  respectives  de  deux  molécules 
à un  instant  déterminé  , alors  il  faut  considérer  le  temps  comme  constant, 
et  faire  varier  a,  b et  c ; ce  qui  donne , en  se  servant  du  signe  de  varia- 
tion S' , pour  indiquer  qu’il  ne  s’agit  pas  d’un  espace  parcouru  , mais  des 
incrémens  des  coordonnées  lorsqu’on  passe  d’un  point  du  système  à un 
autre  point  pris  arbitrairement  et  infiniment  près  du  premier,  en  consi- 
dérant les  situations  contemporaines  de  ces  deux  points  : 


(*'=< '-77  J1'- 


vue  que  les  coelliciens 

(~Tï)‘  (%),*“  «"U 
des  valeurs  qui  sont  don- 
nées uniquement  par  les 

I fonctions  différenciées  , 
et  qui  ne  dépendent  en 
aucune  manière  de  celles 
des  variations  / a , <T  b , 
^c.  Vcjt.  l'art,  371, 


✓ dx  , . 
■(—)*« 

. ■f'  < 

' de 


380.  Si  on  suppose  , pour  abréger , 


C da  dt 

dy 


db 


on  déduira  des  trois  équations  de  l’article  précédent , 


(-M  (■&)(■£■>- (-TrX-îfrn**  ) 
(-+•[ 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THÉORÈMES. 


2J1. 

Considérant  les  posi- 
tions contemporaines  de 
deux  molécules  infini- 
ment voisines  , trouver] 
les  variations  de  x , y 
et  ^ en  fonctions  des  va- 
riations des  coordonnées 
primitives. 


PROBLEMES. 


1Î3* 

Résoudre  le  problème 
inverse  du  précédent. 


Tt  1 
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t (■^■)<^r)-(Jh)(Jn-n>~y\ 


581.  On  a pareiüement  pour  les  différences,  qui  ont  lieu  au  même- 
instant , entre  les  densités  et  les  pressions  de  deux  molécules  infiniment 
voisines  , 

**  = <-?:)»“  -+-  f-jf;**  ■+- 
jp  = <■&)*■•  (-&>"  (-&)*'■ 

en  supposant  le  temps  constant , puisqu’on  considère  des  densités  et  des 
pressions  contemporaines. 


382.  Les  fonctions  de  a,  b,  c et  t qui,  art.  378  , donnent  les  va- 
leurs de  x,  y,  %,p  et  k,  doivent  être  telles  que  si  on  fait  t=  o,  elles 
donnent 


* — a;  > — b:  z — *:  p — 

I x = **'■  — M:  JKZ  = J V;  *p  = J \pMi  i H = 

les  équations  de  lart.  37g  *^ant  alors  satisfaites  par  les  valeurs 


(^r)  = o:  (4^J 


<-7T>  = (-%-).= 


i>  . _ 


d e 
dy 


o ; 


o ; 


) — 

' da 


) = °’’  (-T7-)  = o;  -)=  x. 


db  ' < de 

et  la  valeur  de  G,  art.  380,  devenant  égale  à l’unité. 
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383.  Tous  ces  préliminaires  posés,  les  considérations  relatives  à la 

variation  de  la  densité  , ou  semblables  à celles  qui , art.  3 6 4,  ont  conduit 
à l’équation  de  continuité  de  l’art.  3 , fournissent  ce  résultat  très-simple, 

que  la  quantité  Gk  ne  dépend  nullement  du  temps,  c'est-à-dire,  qu’elle 
est  constante  pour  une  même  molécule , et  ne  varie  que  d’une  molécule 
à une  autre  ; en  sorte  que  cette  nouvelle  solution  donne  pour  l’équation 
de  continuité, 

G k = ka. 

384.  L’équation  de  l’art.  364  est  la  différentielle  de  celle  de 
l’article  précédent,  prise  par  rapport  au  temps  t. 

385.  Lorsque  le  fluide  est  incompressible , k = et  G =r  1, 
équation  analogue  à celle  exprimée  par  l’équation  de  l’art.  366,  et 
qui,  en  substituant  pour  G sa  valeur,  article  380,  établit  entre 
x , y,  1 , a , b et  c une  relation  au  moyen  de  laquelle  les  coordonnées 
x , y et  1 d’une  molécule  se  déduisent  de  ses  coordonnées  initiales 
a , b et  c. 


386.  Maintenant,  si  on  considère  les  actions  que  les  puissances 
appliquées  à une  molécule  fluide  exercent  sur  cette  molécule  , parallè- 
lement aux  x , aux  j et  aux  3,  en  ayant  égard  à la  pression  qu’éprouve 
cette  molécule , on  parvient  aux  trois  équations , 


Équation  du  I 
mouvement  d*une 
molécule  fluide, 
coasiderée  paral-^ 
lilcment  aux 
axes  des 


= *u4 


da  )X 

dy 


■ y 


(-'c>  = W-ttJx-*-  f^rJy 


db 

k r , d x 


db 

dy  \ed't 


t'-ïh'z] 


(■%-)  = * [f-jf-M 


d X 


- T (Jîr)(7&  - f&f-TrJ  ]■ 
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THÉOR  ÊMES. 

PROBLÈMES. 

163. 

Le  produit  de  U den- 
sité d'une  molécule  par 
[a  quantité  G , évaluée 
art.  380  , est  une  quan- 
tité constante  égale  à la 
densité  initiale  de  la  mo- 
lécule. 

a5  î- 

Trouver,  pour  le  mou- 
vement de*  fluides , l’é- 
quation de  continuité  , 
d’sprès  la  considération 
de  l’état  initial. 

X,  y et  Z ont  I»  même 
signification  qu’à  l'art.  367. 

Trouver  , d'après  la 
considération  de  l’état 
initial , les  trois  équa- 
tions du  mouvement  des 
fluides  dans  lesquelles 
entrent  les  valeurs  des 
puissances  appliquées  au* 
molécules. 
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387.  Faisant  la  somme  de  ces  trois  équations  après  lés  avoir 
multipliées  respectivement  par  S'a,  S' b,  J ^c,  on  a 

tp  = k(Xtx-*-  yfs-hZfz;  * + (■—£-) b ■*-  1. 

équation  dans  laquelle  les  différentielles  Sp , Sx,  S y , Sç  (les  quantités 
p,  x,y  et  1 étant  en  général  fonctions  de  a,  b , c et  t) , ne  sont 
prises  que  par  rapport  à a,  b et  c.  et  ne  contiennent  pas  les  termes 

( — p~)  Jt,  (-^-)  dt,  Jt , {A*-)'*1  respectivement.  Ainsi 

l'équation  intégrale  déduite  de  la  précédente , qui  donnerait  la  valeur 
de  p,  devrait  être  complétée  par  une  fonction  arbitraire  du  temps  t. 

388.  Les  équations  différentielles  du  mouvement  des  fluides , dé- 
duites de  la  considération  de  l’état  initial , sont  donc  * 

(A) Gk  = 

<B)...tp=k(X4*+  rty+ZSz)  - y [f 

La  première  équation  donne , dans  le  cas  des  fluides  incompressibles , 
G — 1 , ce  qui  établit  une  relation  entre  x , y,  1 et  a,  b,  c. 

La  deuxième  équation  équivaut  à trois;  car,  en  substituant  pour  Sx, 
S'y  et  S'  1 leurs  valeurs,  art.  379,  et  observant  que  S'a,  S' b et  S'c 
sont  indépendantes , parce  qu’elles  se  rapportent  à la  position  d’une 
molécule  par  rapport  à une  autre  infiniment  voisine,  mais,  à cela  près, 
située  arbitrairement , on  peut  égaler  séparément  à zéro  les  coèfficiens 
de  ces  trois  différentielles  S' a,  S' b,  S'c,  ce  qui  donne  les  trois  équations 
de  l’art.  38  6. 

Cette  seconde  équation  étant  supposée  intégrée,  si  dans  l'intégrale 
on  regarde  a,  b,  c comme  constantes  et  t comme  variable,  on  aura, 
pour  un  instant  quelconque , les  circonstances  du  mouvement  de  la 
molécule  dont  les  coordonnées  initiales  étaient  a,  b et  c. 

Si  à ces  quatre  équations  on  réunit  celle  qui  exprime  la  relation  entre 
la  température , la  pression  et  la  densité , on  aura  cinq  équations  pour 
déterminer  les  cinq  inconnues  mentionnées  art.  363,  qui  sont  p,  k, 
■u,  y et  w. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

*57- 

Réduire  les  équations 
demandées  par  le  pro- 
blème précédent , à une 
seule  qui  les  représente 
toutes  trois. 

• 

î58. 

Récapituler  les  équa- 
tions du  mouvement  , 
déduites  de  la  considé- 
ration de  l’état  initial. 

V V 
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38p.  Revenons  aux  équations  de  l’art.  368  qui,  multipliées 
par  Sx,  Sy  et  S'z  et  additionnées,  donnent 


U-Tr^f-TT*'- 


(•%)*+< 


: S <t> 


■‘Z" 


(-)w- 


■( 


dt 
dv 
dt 
dw 
d t 


nh 

n*i. 


et  supposons  que  uSx  — t—  vSy  -+-  vSz  soit  la  différentielle  exacte 
d’une  fonction  fi  de  x , y , z et  t ( bien  entendu  en  différenciant  fl 
seulement  par  rapport  à x , y et  £ , et  en  supposant  t constant  ) ; on 
aura  donc 


fl  = fonction  de  (x , y , z et  t)  ; 

SQ.  = uSx  -t—  vSy  -H  wS'Z  -4—  0 St; 


&>>  ’ = (TT>‘  - 


= (2-h  • = (*k> 


(—) 

I dy  J 

) 

d Z ' 


et  en  appliquant  ces  valeurs  au  second  membre  de  l’équation  ci-dessus, 
on  trouvera  aisément 


USx  — f-  VSy  -4-  WJz  = uSu  -4-  vSv  -4-  »'JW  -4-  </0, 
en  se  rappellant  que  U , V et  W sont  les  valeurs  respectives  des  trois 
termes  du  second  membre. 


3040.  Ainsi,  en  supposant  que  uSx  -4-  vSy  -4-  wS%  est  une 
différentielle  exacte , l’équation  du  mouvement  des  fluides  devient 

I, S-b=s*  - (—■ d‘ry..  H- 1)  +/(,), 

on  a ajouté  une  fonction  arbitraire  du  temps  f (l),  parce  que  les  diffé- 
rentielles intégrées  ne  sont  prises  que  par  rapport  à x , y et  et 
cependant  f (t)  pourrait  être  censée  renfermée  dans  0 et  ne  pas  s’écrire 
séparément  sans  que  le  résultat  précédent  fût  moins  général. 
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39  I . L'équation  de  l’article  précédent  sera  toujours  satisfaite, 
lorsque  la  densité  k sera  fonction  de  la  pression  p ; et  si  quelque  autre 
circonstance  la  rend  possible,  il  faudra  que  k soit  fonction  de  p et 

de  g$  — ( — — (-  0^,  autrement  l’hypothèse  de  l’art.  389 

devra  être  exclue. 

392.  On  voit  encore  par  l’équation  de  l’article  390  , que  dans 
l’hypothèse  de  l’article  389,  la  pression  d’une  molécule  fluide  de  den- 
sité constante  diminue  lorsque  sa  vitesse  augmente. 


303.  Il  est  important  d’ajouter  que  la  quantité  u Lx  vLy 
-+-  u'J'z  est , dans  tous  les  instans  , une  différentielle  exacte  d’une 
fonction  Cl  de  x , y , 1 et  /,  prise  par  rapport  à x , y et  si  elle  l’est 
à un  seul  instant.  Lagrange  est  le  premier  qui  en  ait  fait  l’observation. 
Mécan.  anal.  Parmi  les  circonstances  où  ce  cas  a lieu  , on  peut  dis- 
tinguer celle  où  le  mouvement  part  du  repos. 

S’il  y a des  vitesses  initiales , il  faut  qu’elles  soient  telles  que  u S^x 
— t—  v J \y  _j_  soit  intégrable;  ce  qui  arrive  lorsque  ces  vitesses 

initiales  sont  produites  par  une  impulsion  quelconque  sur  la  surface 
d’un  fluide  , telle  que  l’action  d’un  piston. 


394.  En  conservant  l’hypothèse  de  «/'x  H—  vLy  -+-  ikJ'j,  diffé- 
rentielle exacte  d’une  fonction  Cl  de  x,  y,  5 et  /,  l’équation  de  conti- 
nuité de  l’art.  365  , 


d(ku) 


/ — 

' d y 


, d(lw)  . 

( dz  / 


dk 


! « « 1 

(-ir>  = 


devient 


</*  n 


( 


d x a 
dk 
dy 


(■ iy-) 


X^r) 


( 


- (-'riï 

d k . . d Cl 
dz  dz 


d Cl 
d x 


) 


) 


/JUL  ) 

1 dt  '• 


•r  * V V 

et  la  fonction  Cl  doit  être  déterminée  de  manière  à satisfaire  tant  à cette 
équation  qu’à  celle  de  l’article  390. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THEOREMES. 

PROBLÈMES. 

• 

i6+. 

L’équation  donnée  par 
la  solution  du  problème 
259  , peut  être  satisfaite 
lorsque  la  densité  est 
fonction  de  la  pression. 

*6f  • 

Dam  le  cas  du  même 
problème  , celui  où  ulx 

v f y -+-  wi  ^ eit  une 
différentielle  exacte  , la 
pression  d’une  molécule 
Huide  de  densité  cons- 
tante diminue  lorsque  sa 
vitesse  augmente. 

166. 

La  quantité  uS'x  -+- 
vîy  «+■  w / £ est  une 
différentielle  exacte  dans 
tous  les  instans  , si  elle 
l’est  dans  un  seul  instant. 
Ce  cas  a lieu  lorsque  le 
mouvement  part  de  l’état 
de  repos  , et  lorsque  les 
vitesses  initiales  , dans 
un  fluide  incompressible, 
sont  produites  par  une 
impulsion  quelconque 
sur  la  surface  de  ce  fluide, 
telle  que  l’action  d’un 
piston. 

l60 . 

Trouver  ce  que  de- 
vient l’équation  de  con- 
tinuité, lorsque  u / * -4- 
vîy  -4-  ir/ç  est  une 
différentielle  exacte. 
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3 95.  Cette  détermination  présente  les  plus  grandes  difficultés, 
lorsqu’on  suppose  que  la  densité  k est  variable  d’une  manière  quel- 
conque , et  meme  dans  le  cas  où  elle  ne  dépend  que  de  la  seule 
pression  p ; mais  si  on  suppose  la  densité  k constante-,  l’équation  de 
l’article  précédent  se  simplifie  beaucoup  et  devient , 


(-7Ï) 


z d‘  a . 

(-Â7-)  = °> 


dx1  ' ' ‘ dy'  ' ' 1 dz‘ 

qui , étant  résolue,  donne  pour  les  trois  vitesses  de  la  molécule  , art.  3 8 g , 


u = ( 


du.  , d n , 

~dlT  J ’ v = (-Ty-)’  r 


3^6.  Lorsque  le  fluide  n’a  que  de  très -petits  mouvemens , on 
peut , dans  l’équation  de  l’art.  3 tjo  , négliger  les  carrés  des  vitesses  ti1, 
v‘  et  ir‘  ; ce  qui  la  réduit  à 


r<ï> 


- */T  = (-7T) 


II  faut  observer,  art.  389  , que  6 = ( ) g 

d 1 

et,  art.  390,  que  f(t)  peut  être  censé  comprit 
dans  6. 


397.  Ainsi  , dans  le  cas  où  uS^x  -+-  vS^y  -4-  v f'i  est  une  diffé- 
rentielle exacte  d’une  fonction  D.  de  x , y , 1 et  / , cas  qui  a des 
applications  très -étendues , les  équations  différentielles  du  mouvement 
d’un  fluide  sont, 

Voyei  la  remarque 
qui  accompagne  l’é- 
quation de  l’anicle 
1 précédent. 


(A)...  .g*-gj*£=±(u' 


■v'). 


(—) 

1 dt  ' 


et  dans  le  cas  d'un  petit  mouvement , 
auxquelles  il  faut  joindre  l’équation  de  continuité , 


(■ 


d x 1 

d A . . d Cl  . 
/ ( A M J 


(—  J 

1 dy'  ' 


(- 


, d’ a 

d A | ^ d ci  | 
/ ( aZ  / 


dy  dy  / 1 d £ / 1 d ç 

qui , lorsque  le  fluide  est  homogène  , devient 

(D)  • • d~rM - ) -+■  (- 7 —l  (~7rJ  = °- 


— wJJL.  ) 

dx  é(  dx  / 

, dk 

)=o. 


dt 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

a£l. 

Trouver , pour  l’hy- 
pothèse de  uS  x -+-  vSy 
■+•  wSç,  différentielle 
exacte  , l’équation  du 
mouvement  des  fluides 
dans  le  cas  où  ce  mou- 
vement est  très-petit. 

262. 

Faire  la  récapitulation 
des  équations  du  mouve- 
ment des  fluides  , dans 
l'hypothèse  de  uSx  -+- 
v S'y  -4-  iv  S 1 , diffé- 
rentielle exacte. 
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398.  L’intégration  de  cette  équation  présente  de  très -grandes 
difficultés,  qui  ont  été  heureusement  surmontées  par  Marc -Antoine 
Parseval , mathématicien  distingué,  connu  de  l’Institut  national  et  des 
savans  par  des  travaux  et  des  découvertes  importantes.  Voici  le  précis 
de  sa  méthode  et  de  ses  résultats  qu’il  m’a  permis  de  publier,  et  qui 
a l’avantage  de  faire  dépendre  l’intégration  de  l’équation  dont  il  s’agit, 
de  celle  de  l’équation  de  la  propagation  du  son  que  je  donnerai  bientôt, 
et  qui  se  trouvera  ainsi  résolue  d’avance. 

Si  on  a une  suite , 


Q = a -4-  bx  -4—  cxl  -4-  fx*  -4-  &c. , 
dont  on  connaît  la  somme  Q,  et  qu’on  multiplie  chacun  de  scs  termes 
respectivement  par  ceux  d'une  autre  suite , 


A,  B,  C,  F,  &c. ; 

cette  dernière  étant  telle  qu’on  ait  A <m!  A — o , Euler  a trouvé  que  la 
somme  de  la  suite 

Aa  -4—  Bbx  H—  Ccx * —H  Ffx1  -4—  &c.  , 

était  égale  à 

, - xJQ.aA  x'tPQ.cSA  . ' eh—  'O.  A-—  • A 

AQ-\ £ 1 ^ H-&C....-4- 


dxx 


dx”—> 


expression  finie , puisque  le  terme  qui  contiendrait  A”  A serait  nul , dans 
sont  des  fonctions  données. 

d x 

Parseval  a résolu  la  question  d’une  manière  beaucoup  plus  générale, 
en  faisant  dépendre  la  sommation  d’une  suite  ainsi  formée  des  produits, 
terme  à terme,  de  deux  autres  suites,  de  l’intégration,  par  intégrale  définie, 
d’une  fonction  finie  à une  seule  variable. 

Si  on  a deux  suites  , 


laquelle 


JQ 

dx 


A -4-  B y -4-  Cf  -4-  Ff  -4-  &c,  = T, 
a -4 1 4 1 h-  Sec.  = T 

J>  J>  -T 

dont  on  connaisse  les  sommes  T et  Tr  on  aura  la  somme  de  la  suite 
Aa  H — Bb  -4—  Ce  -4-  Ff  -4—  Sec.  v, 
par  l'opération  suivante  : 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

26). 

Intégrer  l’équation  de 
continuité , en  supposant 
que  u f x -t-  v i y •+■ 
ii  J1^  est  une  différen- 
tielle exacte  , et  que  le 
fluide  est  homogène. 

Xx 
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' Il  faudra  faire  le  produit  TT,,  et  y substituer  successivement , au 

, t 

lieu  de  Ô,  i.°  cos.  u -t-  ( — 1)  ’ sin.  u ; i.a  cos.  u — ( — I ) ‘ sin.  u ; la 
première  substitution  changera  le  produit  TT,  en  une  fonction  que 
j’appelle  v,,  et  la  seconde  substitution  changera  le  même  produit  TT,  en 
une  autre  fonction  que  j’appelle  vK.  Ces  deux  operations  faites,  on  aura, 
pour  la  somme  cherchée, 

v — — / <iu. 

u J 2 

Les  imaginaires  que  cette  méthode  introduit  dans  les  fonctions  v,  et  vm 
doivent  se  détruire  ; on  peut  y parvenir  par  des  artifices  particuliers 
de  calcul  dont  Parseval  s’est  occupé. 

Considérons  maintenant  l’équation 


'-=g* 


(V  9 


■(0. 


dt‘  ° " ' Jx‘  J/  > 

qui , comme  nous  le  verrons  bientôt , est  celle  de  la  propagation  du 
son , dans  le  cas  de  deux  dimensions. 

Si  on  fait 

u>  — x yV ( — i),  6 = a- — y V( — i),  gh  — a, 

cette  équation  se  réduit  à 

j,‘  — ( '■ 

Supposons  que  la  valeur  de  <p  , qui  satisfait  à cette  équation  de  la 
manière  la  plus  générale,  soit  représentée  par  cette  suite  développée 
par  rapport  aux  puissances  de  t , 

<p  = <P,  -H  <PJ  — t—  —H  <Pi,  t1  —J—  &c. , 

<t>  , &c.  , étant  des  fonctions  quelconques  de  u et  de  6 , si  on 
substitue  cette  valeur  de  $ dans  la  proposée  ( z ) , et  qu’on  détermine 
convenablement  les  différens  coèfficiens  des  puissances  de  /,  on  aura 

4 al’  <i‘  *,  (\*)'  i*  -Pt, 


(3  )•  * •»  = 


<r„  t ■ 


i . i 
4 aiy 


J t y r/9 

<>'9. 

ii 


(\«) 


il  </j* 
5 


1 . . ,6 

1.. .7 


iu'dÿ 
d<-  9„ 

J a' J? 


et  étant  deux  fonctions  arbitraires  de  u et  Ô 


&c. 
&c.  , 
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Le  problème  se  réduit  donc  à sommer  chacune  de  ces  suites  ; or , il 
est  évident  que  si  on  peut  parvenir  à sommer  la  seconde , on  pourra 
facilement  sommer  la  première  qui  en  est  la  différentielle  par  rapport 
à t. 

Pour  sommer  la  seconde  suite,  faisons  4^  u et  = j~'~  .Xda"  dh" , 

4 ^tant  unc‘  nouvelle  fonction  arbitraire  et  m étant  un  nombre  infini;  cette 
suite  deviendra 


t J'm\du>mdhn  -» ~~J- p’i‘~t-\'du"-'d^-'  -+ 

— -h  &c., 

laquelle  peut  se  réduire  à cette  forme, 

jy | (»  — - •J”  , , («  — $;* 


rf9 


i , . . m . 1 . . . tn 


I . . . (m  — 1 ) . 1 . . . (m  — 1 ) 

i m — 1 — 1 


.1  » ro  — 1 ..m  — j 

. — Î-C- —h  (»  — 3 8 — <r;.  -1-  . * 

■+“  . . . . (2m-  i) 

en  faisant , après  les  intégrations  , u ■=  3 , S — <r.  On  pourrait 
démontrer  cette  formule  par  la  méthode  que  Laptace  a employée  pour 
réduire  une  formule  analogue  à celle-ci , dans  son  Mémoire  cité  dans 
le  volume  de  l’Académie  des  sciences  de  Paris,  année  1775)  ; mais  on 
s’assurera  aussi  de  sa  légitimité,  par  la  méthode  connue  des  intégrations 
par  parties. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu’à  sommer  la  suite  qui  multiplie  la  fonction 
dans  l’expression  précédente.  Or , pour  cela , je  la  suppose  dépouillée 

de  ses  cocfficiens  t , 


fi  t > 


1.2. j . i...j 
(0  — 3>)m(9  — t)" 


, &c. , et  je  considère  la  suite , 

(u  — 3>) — '(*  — » 

I . . . (m  — ij.  I.  . . (m  — ij  S 

-+-  ... (u  3)(Q  — cr)s'—‘  — t—  J*"  j , 

s étant  une  nouvelle  variable  : or , cette  suite  est  égale  à 
(u  - A)"  {t  — r)”  (u  — 

1 ) .j--—* 


1 ' x . . . m . I • • • 


= „ + , (»  — $•)"  fi  — *)" (<j  — »■)  — Y9  - 

I . . ,m.  I . . 1 ...(m  — 


(» 


— *) 


H—  1 


i. 


Xx  a 
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dont  la  somme,  évaluée  par  la  règle  ci-dessus,  est 


fdu. 


2 ( — i)*é»  — &)  ‘ fl  — • u 

s 


En  prenant  seulement  la  partie  réelle  de  cette  expression  , et  faisant , 
après  l’intégration , u = tt  , cette  somme  sera  égale  à 

- J du  cos.  { 7 

Substituant  donc  maintenant  cos.  u ( — 1 ) 1 sin.  u à la  place  de  s, 

X i 

on  aura , en  faisant  ( w — 3)  * (Q  — <r )l  — n , la  valeur  de  l’expression 
précédente  égale  à celle-ci  : 

-^-{cos.  (zm  -t—  1^0  -4-  ( — i^'sin.  (zm-\~  i)v  \fdu  COS.  J 2 n 

x 

sin.  u [ cos.  v — ( — 1 J*  sin.  v ] J ; 


or , on  a 

x 

cos.  | 2 fl  sin.  u [ cos.  v — ( — 1 ) ‘sin.  </]  j = cos.  ( 2 Tl  sin.  u cos.  v)  x 

X 

cos.  j 2 n sin.  u ( — 1 ) " . sin.  v j -+-  sin.  { 2 n sin.  u cos.  v J x 

1 

sin.  j 2 FI  sin.  u ( — 1 )‘.  sin.  v J. 

Passant  des  sinus  et  cosinus  d’arcs  imaginaires  aux  exponentiels  réels , 
on  aura 

J' cos.  ('in  sin.  u ) j cos.  u — ( — 1 ) * sin.  v } du  — 

g 3 a si».  * sin.  v e — an  »in.  n tin.  V 

COS.  [ 2 n sin.  u cos.  \)( - )\  -4-  ( 1 

sin.  [ 2Ü  sin.  u cos.  u ( - ) J J du. 

Aluhipliant  donc  cette  expression  par 

t I 

j cos.  ( 2m  -t-  1 ) v — ( — 1 ) * sin.  (zm  -4-  1 Jv], 

on  aura 


/ 
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~ { cos.  ( z m -t-  1 ) u y~  cos.  [ 2 II  sin.  u cos.  0 

( r1 )\dn 

— sin.  (zm  -4-  ijv  J' s in.  [ 2II  sin.  u cos.  v 

(L )àu\  } 

H — '—( — 1^*1  sin.  (zm  -4-  i)v  J"  cos.  [ 2II  sin.  u cos.  v 

p 1 B Un.  11  lia.  V 4.  m — 3 B (in.  a fin.  0 

(~ V 

— cos.  (zm  -+-  J )v  J'  s*n-  [an  sin.  u cos.  v 

*-ill  »in.  u lin.  V _ , + m *Jn.  * Un,  V 

(1 —1 —J]du\ 

= R -4-  JVŸ  — 1/ 

11  faut  maintenant  combiner  ce  résultat  avec  la  suite 

t p t'  p t* 


s 1 .2.3.4’  1 . . . 5 .»* 

. pour  cela , je  fais  4 = v*  ; cette  suite  deviendra 


— &c.  : 


1 . 2. 3 . s’ 


1.  • - 5 ■*' 


1 ...  6 . j7 


&c.  ,■ 


qui  est  égale  à — — sin.  — — t je  substitue,  dans  cette  expression  , à la 

place  de  s,  sa  valeur  cos.  v -t-  ^ — 1 J1  sin.  v,  et  j’ai 
sin.  J vi  [cos.  u — ( — i^Yiin.  u]J. 

Je  développe  cette  expression  , et  j’ai 

1 .vf  1 , . , , e »'*>■«'  -+-  .. 

— sm. = — J sin.  v/cos.  u / J I — r 

v s v ’ L 1 2 J 

» -— • » r tin.  ir  ,rr  Un.  u . / . 

( — 1 )x  cos.  vt  cos.  v ( J j 2=  R1  -4-  S’  y ( — 1 ). 

Multipliant  cette  expression  par  la  précédente , et  prenant  seulement 
la  partie  réelle  qui  en  résulte , on  aura  une  fonction  en  u,  qui,  intégrée 
par  rapport  à u , et  faisant  e — 7 r après  l’intégration , nous  donnera 
la  suite  que  nous  cherchons. 


/ 
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Ou  aura  donc  cette  suite  égale  à 

fj J-J'lRR'  — <r)J9J<r: 

mettant  dans  cette  expression , au  lieu  de  4",  une  autre  fonction  F,  la 
différenciant  par  rapport  à t,  on  aura  la  somme  de  la  première  suite. 

On  aura  donc  enfin  pour  expression  de  l’intégrale  complète  de  1 e- 
quolion  ( i ) , 

q>  = J f~  f \R  R'  — SS'\  du  .4^3.  <r)ddthr  -+- 

d\ff-^f[  RR'  — S J‘]  du.  F (A,  f ) d Suit  | 
de 

Les  intégrales  par  rapport  à 3 et  <r  doivent  être  prises  jusqu’à  9 = a, 
a-  — 0 , et  celles  par  rapport  à u et  u , jusqu’à  u — 7r  et  u — vr. 

Il  ne  sera  pas  inutile  d’appliquer  cette  méthode  à un  exemple.  Je 
suppose  donc  que  l’on  ait 

•\>(9,  a)  — f*-*-'  ; 

il  est  évident  que  la  suite 


JJ 


(*  — — «;■ 


fa  — &;■-  -é9  — 
l . . .(m  — i).  i . . . (in  — i ) 


1 i . . .m. I . . .m 

— (a  — — 9) s'"-'  <r)d9,U 

deviendra 

[ s — j’  -+-  s 1 — s7  -f-  &c.  J e*  S : les  intégrales  étant  prises 
jusqu’à  a = 9 , 0 = <r , cette  suite  deviendra  — — * 5 , 

Substituant  cos.  v ( — i )*  sin.  o à la  place  de  j,  elle  deviendra 

v 

cos.  v •+-  ( — i ) 7 sin.  o f , ......  , 

2 Multipliant  haut  et  bas  par 

i -+-  cos.  2v  + f — i ) 'sin.  z u 

t -+-  cos.  2 o — ( — 1 ) - sin.  2 u , elle  deviendra , après  les 

, . . cos.  u -t-  f — i)t  sin.  V . 

réductions  , ; on  aura  donc 

I -+-  COS.  2 v 


R — SL1 J-  — 

I -+-  COS.  20 


I *+-  COS.  lu 


I 
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d’une  autre  part , on  aura , ^ - 

1 . vf  r , . . »»»**"•*  -+-  « 

— sin. = — sm.  tv  cos.  v ( J — f — t ) ■ 

v s v 1 a ' ‘ / 

^ — » * afin-  C/  __  g -f-  r 1 »«n.  f 

cos.  v;  cos.  u ^ ) ] ; 

d’où  il  résulte  que 

r 9 t »in.  v 4.  . — ri  ih.  v 

R1  zzz  x — sin.  vt  cos.  v ( J, 

V 1 2 ' 

J »r  fin.  V _ » + r 1 (ïn.  O 

S'  = eos.  vt  cos.  vf ). 

On  aura  donc 

ff  ~v~ S (RR‘  SS  Jv-\>  (3  , trjddda-  z=Z 

I r,  COS.  V . un.  U — g—  f t lin.  V ,jn.  v 

/ — — sm.  vt  cos.  v ( J -) — 

Y w J I -+-  CO*.  2 o ' 2 ' I -H  cos.  2 u 


cos,  v t cos.  v ( - 


.-fl  (in.  V __  . r / >in.  </ 


• ) i *“'H>  • A. 


Or  , le  second  membre  de  cette  équation  , 1’intégrale  étant  prisfc 
jusqu  à v = TT,  équivaut  à — . 

Car,  d’une  part,  on  a — — — — pour  la  somme  de  ia  suite  s — j* 
— f—  sf  — s7  -f-  &c.  ; d’une  autre  part , on  a — — sin.  SL.  pour  la 


somme  de  la  suite  — ■ — 


— &c. 


1.2.3. S * 

Si  l’on  multiplie  ces  deux  suites  l'une  par  l’autre , 011  aura 


1 . Vf 

— sin. 

v s 


ts 


/r 


t j 


&c. 


v f’ 


v*  ts  J* 


.2.3.f 


1.2.3 

V4  f* 


1.2.3 

V4  f* 


f-  &Ci 

— &C. 


I...J.J4  1...5.J-  1...J 

Si  donc  on  fait  dans  cette  expression . . . s — cos.  v -f-  ( — 1 ) * sin.  t» , 

V*  f1  V4  f’ 


et  t 


1.2.3 


1...5 


—4 — &c. A f 
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■ — A sera  le  coefficient  de  j\  On  prouvera  de  môme  que  le  coefficient 
de  j4  sera  encore  — A , et  ainsi  de  suite. 

Si  donc  on  fait  B le  coèfficient  de  C celui  de  , &c.  : on  aura 

r j’ 

• / — • S*'  1 I - &c.  ] - |- 


3 * • Y t . | i 

■ r • — sin. —Ai  — s 

I •+-  J Y s 


-jr  B H -p-  C H-  -y  F -f-  &c. 

On  aura  donc 

/ 

A [ i — [cos.  au 


i ■+■ 


I vt 

— sin. 

» » 


( — l)1  sin.  au] 
-f-  [cos.  4 u — ( — i /^sin.  40]  — &c.j 


H—  B [cos.  iu  — ( — 1 )"*  sin.  au] 
-4-  C [cos.  40 — ( — 1 ^sin.40]  -4-&c. 

— A -f-  (B  — A)  cos.  au  -f-  (C  -4—  AJ  cos.  4U  -4-  &c. 

— ( — ij*\ (B  -f-  A)  sin.  au  — (A  -4-  sin.  40  -4-  &c.  ]. 

11  est  donc  clair  que  la  partie  réelle  de  cette  formule , qui  se  trouve 
égale  à 

I - COS.  V . . -•'*>■»  -4-  — H*.»  - 

/ «n-  vt  ( — J 

\ u f 1 1-4-  COS.  2 V 1 2 y 


1 -4-  COS.  2 u 


cos.  V t cos.  U ( — - 


■)\du, 

l’intégrale  étant  prise  jusqu’à  u = 7 r , deviendra 

v’  f’  v’  f’ 


A = t -4- 


I.a.3 


J. ..5 


I . . .7 


C»'  — C — f f 

égale  enfin  à — ; on  aura  donc  la  somme  de  la  suite  cherchée, 

égale  à .c""4-8.  En  effet,  nommons-la  T,  on  aura 

.•I  -_»  « * J1  T «rf  »—  *f 

-j  i 


D T 
dr 


f»  -t-  t—*‘ 


- e 

æ t 


d1  T . 

*>  -TT-  = v{ 


d f* 

t"  — t- 


a 


d’une  autre  part,  on  a , 

1 ’ dudt 

„ . JdT  , d1  T . » , , . . 

On  aura  donc  —,  ■■  — y . — , qui  est  la  meme  équation  que  la 

proposée. 
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L’intégration  de  l’équation  des  fluides  se  déduit  aisément  de  l’intégration 
de  l’équation  ( 1 ).  Pour  cela,  il  suffit  de  faire  dans  cette  équation  , 
glio\x/xz=. — 1 . A cet  effet,  je  reprends  la  première  suite  (A),  qui  devient 


Jf 


(t>  — &)m  (%  — ,)- 
I ...  m.  I ...  m 


(a  — 


f’ 

1.2.} 


i . . • ( m — 1 J 1 . . . ( m — 1 ) 

. ( w _ *■;  , * _;t- ■+■  ! 


.(ta  — 1 ) ' 1 • . .(2">-*>  1) 

Je  considère  la  suite  qui  multiplie  la  fonction,  dépouillée  de  ses  coèfficiens, 

t,  — 


1.2.}  1...5 

(*  — &)m(t  — •)' 
1 ...  ta . I ...  ni 


&c.  ; et  la  suite  (B)  devient  celle-ci  : 
(u  — &)*-•(*  — , 


i ...  (m  — 1 ) . 1 . . . (m  — 1 ) 

-4—  ( u — — <rj  -4-  s,n  j. 

Cette  suite  se  trouve  égale  à 

('.-JJVî-d'  (»  — — ‘)m~ 

* 1 


1 . . . m . I . . . ta . t ‘ m 
(m  — 9>)(Q  — ') 


et  elle  a pour  somme 

2 (a  — &)‘(t  — 


1 . , . (m  — lj.t...(m  — i)s,m  — ‘ 

*-  » l, 


J du., 

en  faisant  u = -k  après  l’intégration.  11  ne  s’agit  donc  plus  que  de 
substituer  à la  place  de  s , sa  valeur  cos.  v -4-  ( — 1 ) 1 sin.  v , et 
combiner  l’expression  résultante  avec  celle  qui  provient  de  — sin.-— .• 

| J_ 

pour  cela  , je  fais  toujours  ( u — SJ1  (Q  — r)1  — O ; et  j ai 

. ,*■  cM..tcM.#  + (—  !;**■-  m _ — J' e »«».«  «•.<<  x J cos.  ail  cos.  u sin.  v. 
L 

' ( _ 1 J'*  sin.  ail  cos.  « sin.  uj 

On  aura  donc 

j*  ■ — * r , — i j cos.  ( 2 m —4—  1 y v -4— 

! due  s + 1 1 

U J 

( — 1 )1  sin.  (2m  —4—  1)  o ] J" \_d u { cos.  2 Tl  cos.  u sin.  0 
( — 1 J^sin.  2 II  cos.  u sin.  u)  e •"*•"]  , 

Yy 
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égaie  enfin  , en  exécutant  la  multiplication , à 

— - — j cos.  ( 2 m -+-  i )v fdu  cos.  an  cos.  u sin.  u . e 
-t—  sin.  ( zm  -H-  i)  vj~du  sin.  2 n cos  u sin.  t».e,l,c” J 

t 

— 1 - — j sin.  (z  m -f-  1 )vj~ du  cos.  îü  cos.  u sin.  u 

— cos.  (zm  -H  1)  vj~du  sin.  z Tl  cos.  u sin.  v 

= R -+-  SV(  — 1 )- 


_ ,,  1 . V t 

Or  , nous  avons , d une  autre  part . — sm.  — — y 

‘ V J * ( — 1 


tY(  - l) 
sm. 


— , et  sin.  -Y  ( — 1 ) = ■ ' 77-- — — : la 

s J 1 ' zr  ( — 1 ) 


valeur 


précédente  deviendra  donc — ÿ (r  ‘ — e ' ]. 

r 

Faisant,  dans  cette  expression,  s zzz  cos.  u — t—  ( — i)x  sin.  v,  on 
aura 

_ ± Ç—,  e r J ——  L 0 — i;*ûb.  */]  ___  -f—  »;»  lia.  v\ 

fl  toi.  V __  f~~  t <0*.  U ' l ft  co».  V _ . f — t co».  U 

= ! . cos.  1 sin.  0 — ( — 1 ) 1 . 

’ 1 ' ’ z 

sin.  / sin.  v = R'  H—  S'  Y ( — 1 J l > 
et  finalement  pour  la  valeur  de  <p , 


399.  Supposons  d’abord  que  le  mouvement  d'un  fluide  ait  lieu 
dans  un  tube  rectiligne  infiniment  étroit,  dont  la  section  transversale 
soit  cependant  de  grandeur  variable , et  telle  que  deux  sections  faites 
à une  distance  finie  l’une  de  l’autre , puissent  avoir  entre  elles  un 
rapport  different  de  l’unité.  Pour  plus  de  commodité  , imaginons  que 
la  section  u soit  un  trapèze  dont  les  delix  côtés  parallèles , variables 
de  longueur , soient  à angles  droits , sur  un  des  deux  autres  côtés 
constant  de  longueur  , ce  dernier  étant  toujours  sur  l’axe  ou  directrice; 
cette  hypothèse  ne  diminue  en  rien  la  généralité  des  formules  ci-après. 


Digitized  by  Google 


3-'  PARTIE,  2.*  SECTION.  HYDRODYNAMIQUE.  3 JJ 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

! 

* 

- 

u = une  section  quel- 

conque  perpendiculaire  à 

264. 

l’axe  ou  directrice  du  tuyau 

Trouver  les  équations 

rectiligne. 

dumouvemcntd’un  fluide 

x = la  distance  de  la 

dans  un  tube  infiniment 

section  u à un  point  fixe  pris 

étroit , rectiligne,  et  dont 

sur  la  directrice. 

. 

les  sections,  perpendicu- 

petk  sont  respectivement 

(aires  à l’axe  longitudi- 

(a  pression  et  la  densité  de 

nal  , sont  de  grandeur 

la  tranche  fluide  qui  a a pour 

variable  , 

base. 

1.”  En  les  déduisant 

£=la  force  accélératrice 

des  équations  générales 

de  la  pesanteur  à la  surface 

données  art.  372; 

de  la  terre  ; 

Yy  2 
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On  aura  dans  ce  cas,  article  372,  en  observant  que  la  grandeur 
infiniment  petite  d’une  section  transversale  permet  de  considérer  toutes 
les  molécules  de  cette  section  comme  ayant  la  même  vitesse  dans  le 


JT  . W 1 J d U | J m 

v = + K=°' 


sens  de  l’axe  longitudinal 
r=o;  d’où 

en  observant  que  S'u  ne  désigne  pas  l’accroissement  de  vitesse  d’un  meme 
trapèze  élémentaire  pendant  l’instant  dt,  mais  la  différence  contempo- 
raine de  vitesse  des  deux  tranches  élémentaires  infiniment  voisines  ; ce  qui 
est  indiqué  par  le  S'  substitué  au  d , ainsi  que  je  l’ai  dit  précédemment. 

On  aura  de  plus  ( - ^ ^ - ) = o,  et, 'à  cause  de  la  variabilité 

de  la  section  a , ( ) = kit . ~~J~  > en  supposant  que  le  petit 

côté  variable  de  la  section  « représente  la  coordonnée  y , et  que  le 
côté  constant  représente  £. 

Les  formules  (A)  et  (B)  de  l’art.  372,  deviendront  respectivement. 


f , d ù»  / d ( Au  ) » , d h . i- 

r “ T77  ■+*  ( ~TX — ) — ° 1 Équi,ion  de 

[qui,  multipliée  par  u> , devient 

d (kilt*) 


continuité  , 


(»)• 


(- 


-)■ 


. dh  . 

~TT  ) = 0' 


^ = gX*x-u*u-(^-)  ** 


Le  temps  t est  supposé 
constant , c’est-à-dire  que 
lp,lxetl  u se  rapportent 
aux  états  contemporains  de 
deux  molécules  infiniment 
voisines. 

Rapportant  la  solution  du  problème  aux  formules  de  l’art.  388,  et 
observant  qu’eu  égard  à la  variabilité  de  la  section  a , on  a G — 

les  équations  (A)  et  (B)  de  l’article  cité  deviennent 
respectivement , 


(2).. 


i°) 


-{ 


Équation  de  continuité. 

Le  temps  r est  supposé 
constant. 
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3 S 7 


NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

u = U vitesse  parallèle 
à Taxe  ou  directrice  du  tube. 

• 

X a la  même  signification 

«■ 

qu'à  l'article  367. 

• 

• 

1 ••  En  les  déduisant 

0 et  k(o)  sont  respective- 

* 

des  équations  générales 

ment  la  section  transversale 

données,  art.  3 88,  qu’on 

et  la  densité  au  point  qui  est 

a obtenues  en  faisant  en- 

à une  distance  a de  l’origine 

trer  en  considération  l'é- 

de  x. 

tat  initial  du  fluide. 
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x,  k,p  et  u doivent  être  de  telles  fonctions  de  a et  t , qu’en  faisant  t zzz  o, 
on  trouve  x = a,  k = kol  u = U. 

La  section  u est  fonction  de  * ; mais  comme  x — a est  le 
chemin  parcouru  pendant  le  temps  t , il  existe,  sous  ce  point  de  vue  , des 
relations  entre  u , a H t. 


400.  Considérons  maintenant  le  mouvement  d’un  fluide  dans  un 
tuyau  infiniment  étroit , dont  la  directrice  ou  l’axe  est  une  courbe  plane 
quelconque  , les  sections  perpendiculaires  à cette  directrice  étant  d’ailleurs 
d’étendue  variable , c’est-à-dire  qu’à  la  courbure  près  de  la  directrice 
on  conserve  les  hypothèses  de  l’article  précédent.  Pour  se  former  une 
idée  nette  de  ce  qu’on  doit  entendre  par  ce  mot  directrice , il  n'y  a 
qu’à  imaginer  une  courbe  renfermée  dans  l'intérieur  du  tube , telle 
que  si  on  fait  une  section  quelconque  perpendiculaire  à cette  courbe , 
toutes  les  molécules  comprises  dans  cette  section  aient  une  vitesse 
commune  dans  le  sens  delà  tangente  à la  courbe;  le  diamètre  infiniment 
petit  du  tube  permettant  cette  hypothèse  , ainsi  qu’on  l’a  déjà  observé. 

Les  formules  (A)  et  (B)  de  l’article  372  deviennent,  dans  ce  cas, 
respectivement 


du  . d ( kv  ) . , d h x 


ou  , en  multipliant  par  u , 

, d ( a* ) , , dk  , 

■)  = °- 


—jT  = S(XS>  x -t-  Yïy)  - xdx  - ^s(^) 


| Équation  de  continuité. 

ILe  temps  est  supposé 
constant.  Vey.  la  remar- 
que aux  équations  ( t)  de 
l'article  précédent. 


La  puissance  T qui  agit  dans  le  sens  de  la  courbe , a pour  valeur 


T = - 


Xi: 


—y~;  d’où  Tds  — Xdx  -+-  Y dy  ; 


au  moyen  de  quoi  les  deux  équations  du  mouvement  sont 

(-rrS+“(7r)=°'  * 


"w'  . ..."  , — 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES, 

U — la  vitesse  de  la 
tranche  0,  dans  le  sens  de 
l'axe  ou  directrice  du  tube. 

• 

265. 

Trouver  les  équations 
du  mouvement  d'un 
fluide  dans  un  tube  in- 
finiment étroit  , dont 
l’axe  ou  directrice  est 
une  courbe  plane , et 
dont  les  sections  per- 
pendiculaires à cet  axe 
sont  de  grandeur  va- 
riable , • 

1.°  En  les  déduisant 
des  équations  générales 
données  art.  372  } 

tr  — la  vitesse  dans  le  sens 
de  la  courbe  de  la  tranche 
fluide  infiniment  mince  qui 
a x et  y pour  coordonnées. 

s — la  longueur  du  tube 
depuis  le  point  qui  corres- 
pond à l'origine  , jusqu’à 
celui  qui  correspond  à l’ex- 
trémité de  x et  y. 

g — la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur  à la  surface 
de  la  terre. 

T g est  la  force  accéléra- 
trice qui,  si  la  molécule  était 
libre , lui  serait  imprimée  en 
vertu  de  l’action  des  puis- 
sances qui  la  sollicitent  dans 
le  sens  de  la  direction  du 
tube. 

X et  Y ont  la  même  signi- 
fication qu’à  l’art.  3 67. 

• 
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ce  qui  donne  absolument  les  mêmes  résultats  que  dans  l’article  précé- 
dent, en  substituant  t,  d et  T à x,  u et  X,  c’est-à-dire,  en  prenant 
dans  chaque  cas  , pour  abscisse,  la  longueur  du  tube , depuis  un  point 
fixe  de  ce  tube  jusqu’à  la  molécule  dont  on  considère  le  mouvement , 
et  en  n’ayant  égard  qu’à  la  vitesse  et  à l’action  des  puissances  qui  ont 
lieu  dans  le  sens  de  la  direction  du  tube  ; et , sous  ce  point  de  vue  , la 
courbure  du  tube  ne  change  rien  aux  circonstances  du  mouvement. 

Les  équations  de  l’article  388,  appliquées  à la  même  question  , 
deviennent 


( 2) . . 


ds 


k»(-TA)  = 0k« 


.U 


qiution  de  continuité. 


-+-  ri.,)  jzzr  “ ‘”p'~ 


A — dt‘  '| 

Ces  deux  équations,  comparées  aux  équations  (2)  de  l’article  pré- 
cédent, donnent  lieu  aux  mêmes  observations  que  les  équations  (1). 


401.  Enfin,  si  on  suppose  que  le  tube  infiniment  élgroit  a pour 
directrice  une  courbe  à double  courbure,  les  équations  de  l’art.  372 
deviendront 


/JitliL  ) « (H-  ) — o ( . Éq,u,io" 

( / 1 ' dt  ' j de  commune. 

jlf-—g(Xfix-+-rSy-i-ZJ'7)-~vfiv—  ïs(d!-) j Lc  ,emps  **' 

^ 0\  y W » dt  ' | suppose  constant, 

et  celles  de  l’article  388, 


= j 

•*%-  = f(Xlx  H-  Yh  -H  ZH)  - ■ ■ .j 


Équation 
de  continuité. 


Le  temps  est 
supposé  constant. 


Observez  que  XS'x  -4-  Y^y  -+-  Z/'j  = TS's  ; et  qu’ainsi  , en 
considérant  l’action  des  puissances  et  la  vitesse  dans  le  sens  de  la 
direction  du  tube , on  a encore  ici  des  résultats  semblables  à ceux 
obtenus  pour  un  tube  rectiligne. 
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NOTATION. 


A = la  longueur  du  tube , 
depuis  le  point  qui  corres- 
pond à l’origine  de  * et  y , 
jusqu’à  U section  qui  a O 
pour  valeur,  et  où  la  densité 
= *(.). 


Toutes  les  lettres  des 
équations  ci  à côté  , ont  les 
mêmes  significations  qu’aux 
articles  précédent,  et  Z con- 
serve celle  de  l’art.  367. 


DEFINITIONS. 


THÉORÈMES. 


I 67. 

Les  recherches  sur  le 
monvement  d’un  fluide 
dans  des  tubes  infini- 
ment étroits,  conduisent 
aux  mêmes  résultats  , 
dans  le  cas  où  les  di- 
rectrices de  ces  tubes 
sont  des  lignes  droites  , 
et  dans  celui  où  ces  di 
rectrices  sont  des  courbes 
planes , en  n’ayant  égard 
qu’à  l’action  des  puis- 
sances et  à la  vitesse,  qui 
ont  lieu  dans  le  sens  de] 
la  direction  du  tube. 


1 68. 

Le  mouvement  d'un 
fluide  dans  un  tube  in 
Animent  étroit , dont  la] 
directrice  est  une  courbe 
à double  courbure , jouit 
de  la  propriété  énoncée 
dans  le  théorème  précé- 
dent, et  qui  se  rapporte] 
au  cas  où  la  directrice  est] 
une  courbe  plane. 


2.*  En  les  déduisant 
des  équations  générales , 
données  art.  388. 


PROBLEMES. 


266. 

Trouver  les  équations 
du  mouvement  d’un 
fluide  dans  un  tube  in- 
finiment étroit , dont  la 
directrice  est  une  courbe 
quelconque , à simple  ou 
double  courbure,  et  dont 
les  sections  perpendicu 
laires  à cette  directrice 
sont  de  grandeur  va- 
riable. 
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4.02.  Les  équations  des  art.  399  et  400  ne  sont  que  des  cas 
particuliers  de  celles  de  l’article  précédent  ; mais  il  était  bon  de  les 
traiter  séparément  , afin  de  s’assurer  démonstrativement  que  la  cour- 
bure du  tuyau  ne  change  rien  à la  vitesse  acquise  dans  le  sens  de  sa 
longueur. 

De  plus  , X , Y et  Z étant  supposées  fonctions  de  * , y et  1 , comme, 
d’après  la  forme  linéaire  du  tuyau , x , y et  j dépendent  l'une  de  l’autre , 
l’expression  Xïx  -+-  Y S' y -+-  Z^z  pourra  toujours  se  ramener  à 
être  fonction  d’une  seule  variable. 

4.03.  Appliquons  la  théorie  précédente  au  mouvement  de  l’eau 
dans  des  tuyaux  et  dans  des  vases , et  supposons  d’abord  que  ce  fluide 
se  meut  dans  un  tuyau  étroit , de  courbure  quelconque , dont  l’ampli- 
tude ou  section  transversale  est  constante  ; les  équations  ( 1 ) de  l’ar- 
ticle 400  deviennent , dans  ce  cas,  en  observant  que  X=  o,  Y = o, 
Z = — 1 et  k = constante  , 

(D’où  /»  = o , vu  que  / » exprime  la  différence  entre  le»  vitesse» 
simultanée»  qui  ont  lieu  aux  extrémités  de  s et  de  s S s ; d’où 

* **  / | encore»  = f(‘)>  et  par  conséquent  ( -jj~  ) 

gYp  = — gS'i  — S'sf(t); 
d'où  on  conclut , en  intégrant , 

( 1 )....»=  f(t) 

(2 )---gp  = S(h  ~ l)  — sf(0  H-  F(0- 

404.  En  conservant  l'hypothèse  de  l’article  précédent,  les  équa- 
tions (2)  de  l’art.  400  donnent,  en  observant  que  O = u , et  que 
A :=  — 1 > 

D’où  s—f(t)  -t-  A;  ce  qui  donne,  pour  la  vitesse,  * — ’ 

d 1 

...  </■  1 

=f  (t),  et,  pour  la  force  accélératrice,-^-  = f"  (‘  ) 
g£p  = — gS'z  — S^sf  (t); 
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section.  HYDRODYNAMIQUE.  363 


NOTATION. 


La  densité  h de  l'eau  est 
prise  pour  unité. 

Les  j sont  comptés  verti- 
calement de  bas  en  haut , à 
partir  d'un  plan  horizontal 
au-dessus  duquel  le  tuyau  a 
une  position  fixe. 

v = la  vitesse  dans  le  sens 
de  la  direction  du  tuyau. 

h est  une  constante  arbi- 
traire introduite  par  l’inté- 
gration. 

f et  F sont  des  signes  de 
fonction. 

f est  le  signe  de  la  fonction 
dérivée  de  f,  suivant  la  no- 
tation de  Lagrange. 

x = la  longueur  du  tuyau , 
depuis  un  point  fixe  jusqu’à 
celui  qui  a j pour  ordonnée. 

p — la  pression  de  la  mo- 
lécule qui  a 1 pour  ordon- 
née. 


DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈM  CS. 

' 

2hj.  ! 

Trouver  les  équations 
du  mouvement  de  l’eau 
ou  d'un  fluide  quelcon- 
que , incompressible  et' 
pesant,  dans  un  tuyau | 
infiniment  étroit,  et  de, 
courbure  quelconque 
dont  l'amplitude  ou  sec- 
tion perpendiculaire  à ta 
directrice  est  constante , 

■ .°  En  les  déduisant 
des  équations  ( t)  de  l’ar- 
ticle 400  j » 

I 69. 

Le  fluide  étant  incom- 
pressible et  pesant , et 
le  tuyau  où  il  se  meut 
étant  infiniment  étroit 
et  d'amplitude  constante, 
la  fonction  du  tenips  qui 
multiplie  la  longueur  s 
du  tuyau  dans  la  va- 
leur de  la  pression  de  la 
tranche  qui  est  à l'extré- 
mité  de  s,  est  la  fonction 
prime  de  celle  qui  donne 
la  valeur  de  la  vitesse 
dans  le  sens  de  la  lon- 
gueur du  tuyau. 

2."  En  les  déduisant 
des  équations  (2)  de  l’ar-l 
ticle  400,  qui  se  rap-| 
portent  au  cas  où  on  fait 
entrer  en  considération 
l'état  initial  du  fluide. 

Z Z 2 
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d’où  on  conclut , 

' =f(‘)  H"  A 
* =f(‘) 

gp  = g(k  — z ) = *f  (*)  -+-  F(‘h 

On  voit  que  dans  ces  équations , f (t)  et/'  (t)  tiennent  respectivement 
la  place  de  fft)  et  f (t)  dans  les  équations  de  l’article  précédent  : mais 
les  résultats  ne  sont  pas  différens  pour  cela;  car,  vu  la  généralité  de 
f (t) , il  suffit , pour  l’identité  de  ces  résultats  , que  la  fonction  du  temps 
qui  multiplie  s dans  la  valeur  de  gp , soit  la  dérivée  de  la  fonction  du 
temps  qui  donne  la  valeur  de  la  vitesse  #.  Il  suffira  donc  , dans  les 
applications  suivantes , d’employer  les  équations  de  l’article  403. 

405.  Une  autre  conséquence  à tirer  des  équations  précédentes,  ou 
en  particulier  de  celle  » = fft) , est  qu’à  un  instant  déterminé  toutes 
les  molécules  se  meuvent  avec  la  môme  vitesse , et  que  cette  vitesse 
varie  seulement  d’un  instant  à l’autre  et  de  la  même  quantité  pour  toutes 
les  molécules.  S’il  en  était  autrement , il  y aurait  solution  de  continuité 
dans  le  fluide. 


406.  Appliquons  les  équations  de  l’art.  403  au  cas  où  une  masse 
déterminée  ou  constante  d’eau  se  meut  dans  un  tuyau  étroit , d’am- 
plitude constante  et  de  courbure  quelconque. 

L’équation  ( 1 ) de  l’article  cité , appliquée  aux  points  extrêmes  de 
la  masse  d’eau  , donne 

gW  = g(h  — fj.)  — mf  (t)  -t-  Ft 
gW  = g(h  — »;  — nf  (t)  -f-  Ft  ; 

d’où  on  tire 


fft)  = 
F(t)  = 


g( n’  - n";  — g(t  — ?)  g[n-  - n"  — (,  — ^)] 


n — m 

ffïl'n  — n"m  -4-  n/*  — mt) 


Bh- 


L’équation  ( i ) donne  fft)  = « = ~ = ~ ; d’où/'  (t)=  ~ , 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

I70. 

Dans  le  cas  du  théo- 
rème précédent  et  du  pro- 
blème 267  , toute»  les 
tranches  fluides  se  meu- 
vent avec  la  même  vl- 

' ; 

tesse. 

• 

268. 

/ ==  la  longueur  du  tuyau 
occupée  par  l’eau  , et  qui  est 
toujours  la  même  quoique 
l’eau  change  de  place , vu 
que  l'amplitude  du  tuyau  est 
constante  et  la  quantité  du 
fluide  invariable. 

Trouver  les  équa- 
tions du  mouvement  , 
dans  le  cas  où  une 
masse  donnée  d’eau  se 
meut  dans  un  tuyau 
étroit,  d’amplitude  cons- 
tante et  de  courbure  quel- 
conque, et  déterminer. 

m , s et  n sont  respective- 
ment ics  longueurs  du  tuyau  , 
nesurées  depuis  un  point  fixe 
de  ce  tuyau , ■ .°  jusqu’à  l’ori- 
gine de  /,  2.”  jusqu'à  un  point 
quelconque  de  l;  3.°  jusqu’à 
l’extrémité  de  //ce  qui 
donne  l — n — m. 

I.®  La  vitesse  com- 
mune à toutes  les  mo- 
lécules de  cette  masse 
fluide; 

i 
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et  égalant  les  deux  valeurs  de  f(t)  qu’on  vient  de  trouver, 

{Los  pressions  II'  et  I1M  dé- 
pendent du  temps  r , et  les 
coordonnées/*  et  r dépendent 
des  longueurs  m et  n. 

Cette  équation  donnera  la  vitesse  —~j~  • commune  à tous  les  points  de 

la  masse  ; et  pour  avoir  la  pression  à un  point  quelconque  de  la  lon- 
gueur de  /,  dont  la  position  est  déterminée  par  la  longueur  s ou  par 
l’ordonnée  £,  on  substituera  dans  l’équation  ( i ) de  l’article  403  , les 
valeurs  ci-dessus  de  f'  (t)  et  F(t );  ce  qui  donnera 

(l'J  • • -P  — 7 — Z • 

Les  quantités  /j.  , £ et  y , dans  ces  équations  (a)  et  (b) , sont  censées 
multipliées  par  la  densité  k z=.  1. 


407.  S 1 les  deux  pressions  extrêmes  IY  et  n"  sont  égales  , les 
équations  (a)  et  (b)  de  l’article  précédent  deviennent, 


et  si  l’une  et  l’autre  pression  sont  nulles , la  pression  devient 

/*  (x  — s)  -4-  f fs  — m) 

p = 7 

l’équation  dilférentio- différentielle  demeurant  la  même. 


z; 


408.  On  trouve  aisément,  au  moyen  de  ces  équations,  que  l’eau, 
abandonnée  dans  un  tuyau  rectiligne  et  incliné  à l’horizon , y descend 
de  la  même  manière  qu’un  corps  solide  qui  glisserait  sur  un  plan  incliné. 


409.  St  on  les  applique  ensuite  aux  oscillations  de  l’eau  dans  un  tuyau 
ou  syphon  d’amplitude  constante , formé  de  deux  branches  verticales  réu- 
nies à leur  point  le  plus  bas  par  une  branche  horizontale,  avec  la  condition 
que  les  points  extrêmes  de  la  masse  soient  toujours  dans  les  branches 
verticales  ; l'équation 


ri*  m 

"r7?r 


( y — /u.  J deviendra  , dans  ce  cas , 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

/*,  jet  i sont  respective- 
ment le»  distances , à un  plan 
horizontal  de  position  fixe , 
des  extrémités  de  rn  , s et  n. 

Il'  et  n"  sont  respective- 
ment les  pressions  constantes 
ou  variables  qui  ont  lieu  à 
l’origine  et  à l’extrémité  de  /. 

2.*  La  pression  à un 
point  quelconque. 

269. 

Appliquer  la  solution 
du  problème  précédent , 
au  cas  où  les  pressions 
extrêmes  sont  ou  égales 
ou  nulles. 

La  notation  de  l’art.  406  est 
conservée,  et  de  plus. 

t = ce  que  devient  m , 
lorsque  les  deux  extrémités 
de  l sont  de  niveau  ou  lors- 
que /u  = r. 

r = la  partie  de  la  lon- 
gueur du  tuyau  comprise 
entre  le»  extrémités  de  rn  et 
de  t j en  sorte  qu’on  ir  = 

I7f. 

Une  masse  déterminée 
et  continue  d’eau  , aban- 
donnée dans  un  tuyau 
étroit , rectiligne  , et  in- 
cliné à l’horizon  , offre 
des  phénomènes  de  mou- 
vement identiques  avec 
ceux  du  mouvcmentd’un 

1 

corps  solide  qui  glisserait 
sur  un  plan  incliné. 

270. 

Trouver  les  circons- 
tances du  mouvement 
d’une  niasse  donnée  d’un 
fluide  pesant  et  incom- 
pressible , qui  oscille 
dans  un  tuyau  recourbé, 
et  déterminer, 

t.”  La  vitesse, 

2."  La  pression. 
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Intégrant , et  substituant  pour  r , sa  valeur  e — m . on  a 

f neli  sont  les  deux  constantes 
(c)  . . .m  — e — asm.  \(t  H—  b)  Y -j-  } j arbitraires  qui  complètent  l'in- 


d’où . 


dm  — a / le 

•*  = — = — vr1- 


( lègrale. 

COS.  { (t  -+-  b)V±f-  ]/ 


et  comme  les  deux  extrémités  de  la  masse  fluide  sont  pressées  chacune 
par  le  poids  de  l’atmosphère,  on  a,  art.  406 , 

( a)  , . . p « — Z J ! 

p se  mesure  par  la  hauteur  d’un  prisme  de  fluide. 


410.  Les  quantités  révolutives  qui  entrent  dans  les  valeurs  de  m 

et  de  V , résultent  de  la  nature  du  mouvement  oscillatoire  , et  nous 

en  avons  vu  plusieurs  exemples  ; pour  pouvoir  appliquer  les  équations 

qui  les  renferment , à des  nombres , déterminons  les  constantes  a et  b , 

dans  l’hypothèse  que  la  masse  fluide  part  de  l’état  de  repos  , lorsque 

m o , ou  lorsque  les  origines  de  / et  de  m se  confondent.  L’intégrale 

(T  r ig  , x ,1  , rf*  r 2 g , 

première  = (a  — r ) de  -jp 1 j—  r — o , donne 

alors , à cause  de  la  vitesse = o et  de  r = e,  pour  la  constante  a, 

la  valeur  a = e.  D’après  cette  détermination  , lorsque  m = o , 
l’équation  (c)  devient,  en  observant  qu’on  a en  même  temps  t — n, 

sin.  j b Y.  ~~j~  i = 1 î d’où  b Y — = £ 7 r : ainsi  sin.  { (t  — j—  b ) 

V-y-J=sin.  [ tVAf — Hi7r|=cos.  \t  Y(  ~~)  et  cos.  \(t-+-b) 

V ~^f—\  = cos.  ( tY.  h™)—  «n.  (V  t Ce  qui 

donne  pour  les  valeurs  de  m et  de 

Lorsque  le  fluide  est  de  niveau  dans  les  deux 

, , 7T  VI  eVi  g 

branches , on  a t = et  * = — 

Vig  / 

C’est  la  moitié  du  temps  écoule  entre  les  deux 
instans  où  la  vitesse  est  nulle. 

Le  temps  entier  écoulé  entre  les  deux  instans  où  la  vitesse  est  nulle , 


m — r 1 t — cos.  (tY  -f- ) 

*=-^-fi».  (tVdO-) 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

T H É O R ÈME  S. 

PROBLÈMES. 

e — m.  On  a de  plus  , à 
cause  de  la  figure  symétrique 
du  tuyau  , r — jx  — — 2 r, 
Peau  étant  censée  plus  éle- 
vée dans  la  branche  qui  est 
du  côté  de  l'origine  de  m , et 
où  se  trouve  Poriginc  de  / , 
que  dans  Pautre  branche. 

/1  = la.  hauteur  d'un  prisme 
d'eau  qui  aurait  l’unité  pour 
base , et  dont  le  poids  mesu- 
rerait la  pression  n'. 

3.71. 

Appliquer  I*  solution 
du  problème  précèdent , 
au  cas  où  le  fluide  part 
de  l’état  de  repos , et 
déterminer , 

t .*  L’espace  parcouru 
et  la  vitesse. 

A aa 
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l'un  desquels  correspond  à la  plus  grande  valeur  de  ni , se  trouve , en 

failant  cos.  ( t V -~j~)  — — i ; d’où  t V ~~  = ; et  la  durée 


de  cette  oscillation  est  = — - — - 

28 

étant , art.  125,  égaie  à ÿ /. 


, la  longueur  du  pendule  synchrone 


41  I . L’eau  étant  supposée  se  mouvoir  dans  un  tuyau  de  courbure 
quelconque  et  d’amplitude  ou  grosseur  uniforme , et  un  des  points 
extrêmes  de  la  veine  d’eau  étant  sollicité  par  une  puissance  quelconque, 
tandis  que  le  fluide  s’écoule  hors  du  tuyau , à l’autre  extrémité  de  cette 
veine;  pour  trouver  les  circonstances  du  mouvement,  on  appliquera 
l’équation  (2)  de  l’art.  403  aux  deux  points  extrêmes  de  la  veine; 
ce  qui  donnera  une  valeur  de  f (t) , qui,  égalée  à la  valeur  fournie 

par  l’équation  f (t)  d{  , donne 

f g (M  — — , 

de * a — in  * "*  ' " 


On  trouve  ensuite  aisément , 


(H  f*.  ) ( a — s ) (h  ■+*  r ) (s  — m) 


z- ••(/)• 


412.  Lorsque  la  puissance  H est  constante  ou  fonction  de  m. 
l’équation  (t)  devient  intégrable,  et  donne,  en  observant  que  /a.  est 
aussi  fonction  de  ni . 

f C f(  m)  — h — t~\  dm 

dt‘  gJ  a — m ’ 

ce  qui  est  la  valeur  du  carré  de  la  vitesse. 

413.  Si  H = h , cette  équation  devient 

d m*  n n — r ) 

—7-, — = 2 SI  dm  >.../«  est  fonction  etc  m, 

d t 0 J a—m  j 

11  est  aisé  d’appliquer  ces  équations  à des  cas  particuliers.  Je  passe  à 
un  problème  qui  est  important  pour  les  applications  qu’on  peut  faire 
de  sa  solution. 
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notation. 


H H h sont  respective- 
ment  les  hauteurs  des  prismes 
d’eau  , ayant  l’unité  pour 
base,  dont  les  poids  mesurent 
les  pressions  rapportées  à l'u- 
nité de  surface , qui  s’exer- 
cent , 1 .*  à la  première  ex- 
trémité de  la  veine,  2.“  à l’o- 
rifice par  où  l’eau  de  l’autre 
extrémité  s’écoule.  H est 
constant  ou  variable  ; h re- 
présente le  poids  de  l’at- 
mosphère. 

a — la  longueur  totale  du 
tuyau,  depuis  un  point  fixe 
pris  pour  origine,  jusqu’au 
point  où  se  fait  l’écoulement. 

m = la  longueur  du  tuyau  , 
mesurée  depuis  l’origine  de  a, 
jusqu'à  l’origine  de  la  veine 
fluide  où  s’exerce  la  pres- 
sion H. 

s =2  la  longueur  du  tuyau , 
depuis  l’origine  jusqu’à  un 
point  quelconque  de  la  veine 
fluide. 

/a  et  r sont  les  coordonnées 
verticales  des  deux  extrémi- 
tés de  la  veine;  » étant  cons- 
tante et  appartenant  au  point 
|où  l’écoulement  a lieu;  p. 
étant  variable. 

^ = la  coordonnée  verti- 
cale d’un  point  quelconque 
[de  la  veine  fluide. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


PROBLEMES. 


2.°  La  durée  d’une 
oscillation  et  la  longueur 
du  pendule  synchrone. 


272. 

Trouver  les  équations 
du  mouvement  d’une 
quantité  initiale  donnée, 
de  fluide  pesant  et  incom- 
pressible, dans  un  tuyau 
étroit  de  grosseur  unifor- 
me , ce  fluide  étant,  à une 
des  extrémités  de  la  veine' 
qu’il  forme , sollicité  par  . 
une  puissance  quelcon-j| 
Ique , et  ayant  son  issue 
à l’autre  extrémité,  de! 
Imanière  que  la  quantité1 
de  fluide  diminue  sans 
cesse  dans  le  tuyau. 


a7î* 

Appliquer  la  solution 
du  problème  précédent, 
au  cas  où  la  puissance 
sollicitante  est  constante. 


A a a x 
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414.  Un  tuyau  de  courbure  quelconque  et  d’amplitude  ou  de 
grosseur  uniforme,  a ses  deux  extrémités  à différentes  hauteurs;  1 eau 
entre  par  l’extrémité  inférieure,  où  elle  se  renouvelle  sans  cesse  et  où 
elle  est  refoulée  par  l’action  d'une  puissance  donnée  , variable  ou 
constante , et  sort  par  l’extrémité  supérieure , qui  n’éprouve  que  la 
pression  de  l’atmosphère  ; le  tuyau  entier  est  ainsi  constamment  plein , 
et  il  s’agit  de  déterminer  les  circonstances  du  mouvement. 

L’équation  (2)  de  l’article  4.03  , considérée  dans  les  points  extrêmes 
du  tuyau , où  les  pressions  sont  H ex.  h respectivement , donne 
r > > g(  H — h — b ) d » 

■>  — / — Tt  ’ 

qui  donne  , en  intégrant , 

v = -j-  j f Hdt  — (h  -4-  b)  t J -t-  constante  ; 


et  on  trouve  ensuite , 

p =.  H — 1 — 


s ( H — h 


t) 


41^.  Si  une  première  impulsion  donne  une  vitesse  initiale  finie 
au  fluide , et  qu’ensuite  le  mouvement  se  perpétue  au  moyen  d’une 
pression  H constante , la  vitesse  initiale  augmentera , sera  constante  ou 
diminuera , suivant  qu’on  aura 

H > h -t-  b , H zzz.  h —4—  b , H < h —4—  b : 

mais  il  faut  observer  que  les  moteurs  qu’on  applique  à l’élévation  de 
l’eau  , et  en  général  au  mouvement  des  machines  , n’exercent  pas  , par 
le  fait , un  effort  constant  ; mais  que  cet  effort  a une  certaine  relation 
avec  la  vitesse  de  l’eau  ou  de  la  machine.  Ceci  donnera  lieu  à des 
observations  intéressantes , qui  trouveront  leur  place  dans  la  quatrième 
partie  de  cet  ouvrage. 


416.  Il  faut  examiner  maintenant  les  circonstances  du  mouvement 
de  l’eau  dans  un  vase  étroit,  dont  l’amplitude  ou  section  transversale 
varie  d’un  point  à l’autre  de  son  axe  ou  directrice,  qui  est  une  courbe 
quelconque , c’est-à-dire , reprendre , quant  à la  forme  du  vase  , les 
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NOTATION. 


DLF1NITIONS. 


H — la  hauteur  variable 
|constante  d’un  prisme  d’eau 
ayant  l’unité  pour  base , dont 
le  poids  mesure  la  pression 
de  l’eau  à l’extrémité  infé- 
rieure du  tuyau. 

h = la  hauteur  de  la 
portion  du  meme  prisme  qui 
mesure  la  pression  de  l’at- 
mosphère. 

= la  longueur  du  tuyau  , 
depuis  son  extrémité  infé- 
rieure jusqu’à  l’un  quelcon- 
que de  ses  points. 

/ = la  longueur  totale  du 
tuyau. 

7 s=  la  distance  verticale 
|d’un  point  quelconque  du 
tuyau , au  plan  horizontal 
passant  par  son  extrémité 
inferieure. 

b — la  distance  du  point 
le  plus  élevé  du  tuyau  au 
même  plan  horizontal. 


THEOREMES. 


PROBLÈMES. 


*74- 

Trouver  les  équations 
du  mouvement  d’un 
fluide  pesant  et  incom- 
pressible, dans  un  tuyau 
étroit  de  grosseur  uni- 
forme , le  fluide  entrant 
par  une  extrémité,  où  il 
est  refoulé  par  l’action 
d’une  puissance  quelcon- 
que , et  sortant  par  l’autre 
extrémité  , de  manière 
que  le  tuyau  est  entre- 
tenu constamment  plein. 


27*. 

Déterminer , dans  le 
cas  du  problème  précé- 
dent , les  phénomènes 
de  mouvement  qui  ont 
lieu  , lorsqu’une  pre- 
mière impulsion  donne 
une  vitesse  initiale  finie 
au  fluide,  et  qu'ensuite 
le  mouvement  se  per- 
pétue au  moyen  d’une 
pression  constante. 


276, 

Trouver  les  équations 
du  mouvement  d’un 
fluide  pesant  et  incom- 
pressible, dans  un  tuyau 
étroit  de  grosseur  va- 
riable. 
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hypothèses  des  art.  395?  , 400  et  401.  Les  équations  (1)  de  l'art.  401 

deviennent , dans  ce  cas , 


. (i.W*  . 

' ds  ' 


f Celte  équation  indique  que  w»  est  uniquement  fonction  du  temps, 
O ! ou  qu'à  un  instant  déterminé  oiy  est  le  même  pour  toutes  les  sections 
( transversales,  et  qu’on  a a y = v,  y,  =«„»„,  &c. 

glp  — — gS~z  — — Fs(-^~). 

La  première  équation  donne 

(g).  ..un  =r  Civ , d'où  n =zz 

Faisant  varier  n par  rapport  à s , et  observant  que  12  u est  constant , on 

Civ . «T u>  r . . . , 

a <f M = : ; faisant  ensuite  varier  M par  rapport  a r,  et 

Ut 

observant  que  Cl  et  u ne  dépendent  que  de  s,  on  a ^ 

et  ces  valeurs,  substituées  dans  la  seconde  équation  ci-dessus,  donnent 

fl1  v3  f <*  Cl  £ s 


g$p  — — - 1- 


' dt  ' 


Intégrant,  et  observant,  i.°  que  les  différentielles  Fp , et  «T- s sont 
prises  en  regardant  t comme  constant , ou  se  rapportent  aux  états  simul- 
tanés de  deux  molécules  infiniment  voisines  ; 2.0  que  Cl‘  u*  est  dans  cette 
hypothèse  une  quantité  constante , 

l/  = F(,)  f-±. 

l’intégrale  J — est  donnée  quand  on  connaît  la  forme  du  vase,  puisque  u 
est  fonction  de  s seul. 

417.  Appliquant  maintenant  l’équation  (h)  de  l'article  précédent, 
aux  sections  0‘  et  O" , on  a 


gn,  = F(t)  - ^ -cir^L),,, 

gn  = F(t)  - Cl 

équations  qui,  soustraites  l'une  de  l’autre,  donnent 

(k). . -g  (U,  — YIJ=:g(v  — t*-)  H ~ ( 0J  — H-  Cl  r,—  a- J. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

s = 1»  longueur  du  vase  , 

171. 

mesurée  sur  l’axe  ou  direc- 

Lorsqu’un  fluide  in- 

tricc  , à partir  d'un  point  fixe. 

compressible  se  meut 

u = la  section  transver- 

dans  un  tuyau  de  figure 

sale  faite  à l’extrémité  de  s, 

quelconque,  le  produit 

perpendiculairement  à la  di- 

de  chaque  section  per- 

rcctricc. 

pcndiculaire  à l'axe  ou 

n = la  section  transver- 

directrice  du  tuyau  , par 

sale  correspondante  à un 

la  vitesse  des  molécules 

point  déterminé  de  la  di- 
rectrice. 

¥ =:  la  vitesse,  dans  le 
sens  de  la  directrice , de  la 
tranche  élémentaire  de  fluide 
qui  passe  par  la  section  ta. 

v = la  vitesse  simultanée , 
dans  le  sens  de  la  directrice  , 
de  la  tranche  élémentaire  de 
fluide  qui  passe  par  la  sec- 
tion n. 

fluides  comprise  dans 
cette  section  ( vitesse  qui 
est  supposée  la  même 
pour  toutes  les  molécules 
d’une  section)  est,  à un 
instant  déterminé,  une 
quantité  constante  dans 
toute  l’étendue  du  tuyau. 

j sa  la  distance  verticale 
de  la  section  ai , à un  plan 
horizontal  de  position  don- 
née. 

p et  g ont  la  même  signifi- 
cation qu’à  l’art.  399. 

n,  et  n„  sont  les  pressions 
simultanées , rapportées  à l’u- 
nitc  de  surface,  qui  ont  lieu 
à deux  sections  0,  et  0„ , 
dont  les  distances  à l’origine 
de  s sont  respectivement  m 
et  n , et  dont  les  coordon- 
nées verticales,  ou  les  dis- 
tances au  plan  horizontal  qui 
passe  par  l’origine  des 
sont  respectivement^  et  r. 

t et  r„  sont  les  valeurs 

, r / 1 

de  J , respectivement. 
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SI  on  soustrait  de  la  première  l’équation  (h)  de  l’article  précédent, 
on  aura: 


dv 


éliminant  ( ) entre  ces  deux  dernières  équations , il  vient 


[5\P  ~+~l)  "+"  z » H <r»  <r'^  ) ( n’uu),  r J'j  , 

Hrfn. +')+7ôïVj  *—•)• 


Les  quantités  «,  O,,  0„,  <r<(  <rw  et  z>  ql|i  entrent  dans  cette  équation, 
dépendant  uniquement  de  la  forme  du  vase  , peuvent  être  regardées 
comme  des  fonctions  de  m.  Si  on  eût  soustrait  la  seconde  équation  ci- 
dessus  de  l’équation  (Æ),  on  aurait  eu 


S(P  — nj  = £(’*  — z)-+-\£l\x(l  : 0MX  — 


■ =“V-t 


418.  L’Équation  (k)  de  l’article  précédent,  donne  la  valeur  de  u. 

On  a pendant  l’instant  dtCludt  = Otdm , puisqu’il  doit  passer  pendant 
cet  instant  la  même  quantité  d’eau  par  les  sections  Cl  et  O,  ; d’où  dt  — 

O dm 

— s- — . Si  on  multiplie  donc  cette  équation  par  Otdm,  elle  deviendra 
£!tn, — — fj  Oldm=^-0/dm( ■£-,  — ■jp)-\r-Cl'vdv(<rm  — <r ,)...( tfl). 


bien  entendu  que  du  est  aussi  l’accroissement  de  vitesse  qu’une  même 
molécule  acquiert  pendant  l’instant  dt , 

Cette  équation  se  change  en 


_ , U, dm  ...  U U, dm  , 1 

*g\n<— n,-*-*— »}— T-.=d[/+-7—7-(— ■ 

cette  équation  donne  la  valeur  de  U;  d’où  on  déduit  celle  de  v 
et  par  suite  celle  de  t = J"  ■ 


).. .( n ): 

✓ U 
n * 


419.  L’équation  (n)  peut  s’intégrer  de  la  manière  suivante. 
Observons  que  Otdm  = 0Kdn  ( dm  et  dn  sont  des  espaces  parcourus 
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NOTATION. 


correspondantes  aux  sections 
Ot  et  0„ , c'est-à-dire  qu’on  a 
r / m _</'  * 


dm  — te  chemin  parcouru 
par  U tranche  en  O,  , pen- 
dant que  la  tranche  en  H par- 
court vdti  on  écrit  ici  dm, 
au  lieu  de  tm,  pour  faire 
voir  qu’on  différencie  par 
pport  à r,  ou  qu’il  a’agit 
du  chemin  parcouru  par  une 
même  moléculependantl’ins- 
tant  dt , au  lieu  que  î m se 
rapporterait  à l’état  simul- 
tané de  deux  molécules  infi- 
niment voisines 

O*.’  = Us 

d’où 

d U — 2 fl*  udu  , 
en  ne  prenant  la  différentielle 
que  par  rapport  au  temps  t , 
et  regardant  comme  cons- 
tante n , qui  varie  avec  le 
lieu  et  non  avec  le  temps. 


DEFINITIONS. 


THEOH  EMES. 


PROBLEMES. 


*77- 

Intégrer  l’équation 
déduite  de  la  solution  du 
problème  précédent,  qui 
donne  la  vitesse. 

B b b 
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pendant  i'instant  dtj , donne 

0,dm  f 1 1 j * / 

~€m  — ' ~o?  oT'  ‘ 


d rt 

~ô7 


dm  . 

Ô7J' 


, f d n , d rn  , 

ou  , n cause  de  — — zzz  d<rtt  et  — = d <ry , 
O,  </m 


U,  dm  , 1 1 j 


dt„  — du 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (n)  de  l’article  précédent , et 
multipliant  cette  équation  par  a- n — o-( , on  a 

1g  (U'  — n"  -t-  f*  — '»)  0,dm  ■=.dU(<r  t — U- J —H  U ( d<Tn  — crj; 
ce  qui  revient  à multiplier  l’équation  (n)  par  eQ , en  faisant 

(•)-Q=f\-^r(-5T-rk->  !-• 

car  alors  eQ  — <r  — <rt  : le  nombre  e est  celui  dont  le  logarithme 
hyperbolique  = 1. 

L’intégrale  de  l’équation  précédente  donne 
(p)...U(<rn  — <r J — constante  -t-  z8J\(U'-n'  -\-fjL.  — v)Oldm}. 

420.  ONa  — f (le 

produit  fl u est,  à un  instant  déterminé,  une  quantité  constante  dans 
toute  la  masse) , <rK  =:  J =:  J' -ÿ*  ■■  Oadn.  Ces  valeurs , 

substituées  dans  le  premier  membre  de  l’équation  (p) , changent  ce 
premier  membre  en  J - O Hdn  — 0,dm;  mais 


et 


a a 

~ô7 


étant  respectivement  les  vitesses  des  tranches  élémentaires  qui  sont 

aux  sections  O , et  Oa , ou  aux  extrémités  de  m et  de  n , l’expression 
précédente  est  la  différence  entre  les  sommes  des  forces  vives,  depuis 
l’origine  commune  de  m et  n jusqu’aux  sections  On  et  Ot , c’est-à-dire 
quelle  donne  la  somme  des  forces  vives  de  tout  le  fluide  compris  entre 
ces  deux  sections.  On  a donc , à un  instant  déterminé , 

Somme  dej  forces  vives  du  ) 
fluide  entre  les  sections  dont  f 

les  pressions  sont  respective-  \ = constante-*-  Ig  ( J [(n  ‘ n)  O, dm]  — J [fIT-*-r  jC.dn]  J, 
ment  n'  et  n"  et  les  hauteurs  1 
respectives  f*  et  r. 
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NOTATION. 


DEFINITIONS.  I THÉORÈMES. 


PROBLEMES. 


278. 

Trouver,  dans  le  cas 
des  deux  problèmes  pré- 
cédens,  la  somme  des  ] 
forces  vives,  . 


«73- 

La  somme  des  forces 
vives  est  constante , lors- 
que la  directrice  du  tuyau 
de  grosseur  variable  est 
une  droite  horizontale  , 
et  que  les  pressions  ex- 
trêmes sont  égales. 
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Cette  somme  — constante , lorsque  ia  directrice  du  tuyau  est  une 
droite  horizontale , et  que  les  pressions  IT  et  fl"  sont  égales. 


42  I.  Supposons  que  les  sections  Ou  et  fl  se  confondent,  et  que  fl 
soit  l’orifice  ou  section  extrême  du  tuyau  par  où  l’eau  sort  du  vase 
sans  se  renouveler , en  sorte  que  la  longueur  n — m ou  a — m de 
la  veine  fluide  diminue  continuellement  à mesure  que  l'eau  s’écoule  , 
la  pression  à l’orifice  fl  étant  celle  de  1’atmosphcre.  Supposons , de 
plus , que  l’origine  des  1 soit  dans  le  plan  horizontal  passant  par  l’ori- 
fice O u ou  fl  ; on  aura , en  faisant  , conformément  à ces  hypothèses , 

» — n , IT  H,  IT'  = h , dans  l’équation  (k)  de  l’art.  416, 
et  dans  celle  qui  termine  le  même  article, 

(')--  s(r 

L’équation  OtJm  = Qvcît  donne  dt  = / et  cette  valeur, 

substituée  dans  l’équation  (q) , la  change  en 

(s).  . . g(H — h)Otdmz=z — g\*.0,dm- 1 — -jp)Oldm-\-Q.'vdv(<ra — a- J, 

La  quantité  fi-yy-,  éliminée  entre  les  équations  (q)  et  (r) , donne 

Iglfa  — rJ—gnfa—f  ~) 

-+-w( *—fdi)  J~). 

n’  «*  . 

+ — <r, trj 

lu*  V 

422.  Prenons  l’origine  de  m et  de  s à la  section  Oa  ou  fl, 
c’est-à-dire,  à l’orifice  par  où  l’eau  s’écoule,  on  aura  <r  — o , et 

les  quantités  m , , J , J -y—  devront  changer  de  signe  dans  les 

formules  précédentes , où  on  aura , de  plus  , a-y  — — f diüL  # lcj 

J O, 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

a = la  longueur  du  tuyau  , 
depuis  un  point  fixe  jusqu'à 
l’orifice  d’écoulement  0„ 
ou  a. 

H et  h sont  les  hauteurs 
de  deux  prismes  du  fluide 
ayant  l’unité  pour  base,  et 
dont  les  poids  mesurent  les 
pressions  respectives  en  0, 

et  a. 

379. 

Trouver  les  lois  du 
mouvement  d’un  fluide 
pesantet  incompressible , 
dans  un  tuyau  de  gros- 
seur variable  , où  l’eau 
ne  se  renouvelle  point  à 
mesure  qu’elle  en  sort. 

\ 
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équations  (t)  et  (s)  de  l’article  précédent,  deviendront  respectivement, 

r dm  . , . , n*  . rds 


s(H-h).f±+s(k- rJ/d£= 


. O.  . r dm  /* a $ 

g(H  — h -+-f*.)OlJm  = jvl(  1 — ~ '-J  0,dm  — Cl'uduj^-, 


qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
dm  n*  0 1 dm 


zQ'vJxj  J m 


du  


, r dm 

qui  se  change  en 

du  —H  udT  — t—  2 g (H  h -+-  p.)  0,dm  — o , 

et  qui , multipliée  par  e1  (e  est  le  nombre  dont  le  logarithme  hyper- 
bolique zz=  1 ),  a pour  intégrale,  en  observant  que  er  dt  = d.er. 
ueT  -t-  2 g J eT  (H  — h -+-  fxJO'dm  = constante. 

423.  Cette  équation,  réunie  à la  suivante, 

— O,  dm 


— u1 0,  dm  — t—  z g ( H — h —H  f*-)  O ,dm  zzi  o , 
observant  que  L1  e: 

2 g (H  — h H—  fz)  O tdm  = o, 


O,  O. 

ou  sous  cette  autre  forme , en  observant  que  L1  est  une  constante  : 

u O dm 


dt  = - 


n v 


doit  donner  les  circonstances  du  mouvement  dans  chaque  cas. 


424.  Appliquons  d’abord  ces  équations  au  cas  d’un  vase  étroit , 
dont  l’axe  ou  directrice  est  une  ligne  droite  verticale , et  dont  les 
sections  supérieure  et  inférieure  sont  horizontales  ; l’eau  s’écoule  par 
la  section  ou  orifice  inférieur  f2  , et  le  vase  est  supposé  entièrement 
plein  d’eau  au  premier  instant. 

On  a , dans  ce  cas , 

1, u , m , 1 et  s sont  quatre  verticales  égales  deux  à deux , qui 
ont  leur  origine  à la  section  inférieure  n , et  qui  se  terminent , 
M et  m à la  section  O,  ou  surface  supérieure  du  fluide  ç,  et  s à 
une  section  quelconque  u. 
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L’cquation  différentielle  de  l’article  précédent , devient 
du  -J-  udT  -H-  2 gO'tndm  = o , 
et  la  pression  à une  section  quelconque  se  calcule  par  l’cquation 


/. ds  , n*  . r dm  . 

— — “ )J—\' 


w\(i 


425.  L’équation  différentielle  du  -4-  udT  -f-  2gOlmdm  = o , 
doit  s’intégrer  de  manière  qu’en  faisant  m = a , la  vitesse  à l’orifice 
d’écoulement  soit  nulle  ou  qu’on  ait  v — o ; et  u étant  déterminé  en 
fonction  de  m , on  calculera  le  temps  par  l’équation 

— O,  dm 


U u 


constante  t 


dans  laquelle , faisant  m a , on  a t = O ; et  faisant  m — o , 
on  a le  temps  total  de  l’écoulement. 

426-  La  plus  grande  vitesse  peut  se  déduire  immédiatement  de 
l’équation  différentielle,  en  y faisant  </u  = o;  ce  qui  donne  sur-le- 
champ  , 

> __  1 R O „„  . oyjzgm) 

v —■  o;  - o*  — no; -n')  ’ 
et  il  est  à remarquer  que  cette  vitesse  est  plus  grande  que  (2 gm)  ou 
que  celle  due  à la  hauteur  m. 

427.  En  conservant  l’hypothèse  adoptée  depuis  l’art.  424,  supposons  le 
vase  prismatique  , où  O,  = a 2=2  O ; ce  qui  a lieu  dans  toute  la  hauteur 

du  vase , excepté  à l’orifice , où  on  a fi<u  . on  aura  T — 


I 

ft* 


m 


d’où  tT , dT=z  — 


o 

0'  dm 


! d .'IL  t et  1 équation  différentielle 


n*  m 


O * 


u d m 


du • — — H 2 gOmdm  — o , 


i 
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NOTATION.  DÉFINITIONS.  THÉORÈMES.  I PROBLÈMES. 


a — la  longueur  toute 
du  tuyau  ou  la  longueur  de 
[a  veine  d’eau  au  premier 
instant. 

La  vttesse  0 est  supposée 
nulle  à ce  premier  insunt. 


174.  281. 

La  plus  grande  vttesse , Déterminer  , dans  le 

dans  le  cas  du  problème  cas  du  problème  pré- 
280  , excède  celle  due  cèdent , la  valeur  de  la 
à la  hauteur  du  fluide  plus  grande  vitesse, 
dans  le  vase,  au  moment 
où  cette  plus  grande  vt- 
tesse a lieu. 


O — section  horizontale 
consume  du  prisme  vertical. 


28  2. 

Appliquer  la  solution 
du  problème  279  auj 
mouvement  de  l’eau  dans 
un  vase  étroit  prisma-i 
tique  ou  cylindrique,  et 
donner  la  valeur  de  la 
plus  grande  vitesse. 
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qui , intégrée , donne 

-,  , î„'0  v‘ mn‘  -,  2 g O 

u = Cm  — | 2 mm  , ou = CmK  H mm  ; 

A — 2 O A — 2 

résultat  qu’on  obtient  immédiatement , en  faisant , dans  l’équation  inté- 
grale de  l’art.  422  , e r — m~ \ //  — //  — o , f*.  — m ei  O,  = O. 

Lorsque  »i  — d,  on  a o — o;  d’où  C = — et 

u*  = ^ 

U A — 2 1 / A — 2 aA_,  /• 


» = ✓[7*^-1' ■ (.). 

La  pression  p , à l’extrémité  de  s ou  de  £ , a pour  valeur , 

1 a — 1 , , , mx  — * . , 

P = /;  A _ 2 ~ *)(* -^^7-)' •■{*)> 

qui  se  déduit  de  la  dernière  équation  de  l’art.  424. 

Le  temps  t est  donné  par  l’équation 

/{  qu’on  trouve , en  substituant  la 

valeur  de  v ci-dcssus  , dans 

...  . , 

I équation  de  I art.  4.23  , et 

observant  que  -Ü.  - ÜL. 

« n 

, . 1 1 «,  V (igt,m)  I déduite  de  l’équation  de 

et  la  plus  grande  vitesse  = -77—— p-p;  =:  — -{  ...  - H 

‘ b _ /[(O  —Cl  J J /('a—  i;|  I art.  4.26. 

Pour  trouver  la  valeur  de  m qui  convient  à cette  vitesse , il  faut  la 
mettre  à la  place  de  v dans  l'équation  ( 1 ) ; et  on  a 

A — 2 mx_  * ....  a 

= 1 — — r ; don  on  tire  m = . 

a — t a*-»  (k  _ , ^ . 1 ca  — s; 

4.28.  Lorsque  A — 2,  c’est-à-dire,  lorsque  la  section  horizon- 
tale du  cylindre  est  double  de  la  surface  de  l’orifice , l’équation  diffé- 
rentielle devient 

, 2 u dm  . 

du h-  zgOmdm  nz  o, 
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et  donne , par  {'intégration , 

u = 2 gOtn  log.  (—).  ou,  o*  = 4 gm  log.  -Î-. 
On  a , de  plus , 


= “/ 7 


d m 


{2gm.log. J 


■ , p — h (m  — s J log,  _f_ 


42p.  Imacinons  un  vase  compost-  d’une  partie  prismatique  verticale 
ouverte  par  ie  haut , et  d'une  autre  partie  de  courbure  quelconque;  cette 
seconde  partie  formant  le  prolongement  inférieur  de  la  première  , et 
ayant , à son  extrémité , un  orifice  par  où  l’eau  s’écoule  : on  aura  , 

dans  ce  cas , en  se  rappelant  que  — A , 


T — 


_« _r0d*  -- 

n'^4 


o'  r dj 

Ci'  J OB  + t’ 


eT  — (BO- 


valeur  qui,  substituée  dans  l'intégrale  de  l’article  422,  donne,  en 

' S » 

faisant,  après  la  substitution,  u = A (B  H — )u', 


v'=C(BO+VK-’—7r~ï^rr,\(2—x)b-B°-*-(l-A)S\- 

La  surface  supérieure  du  fluide  étant , au  commencement  du  mou- 
vement , supposée  à la  hauteur  b —I—  c au-dessus  de  l’orifice  f2  , on 
a en  même  temps  v = o et  £ = c;  ce  qui  donne 

g (*  — *)b  — BO  -y-  (\  — *)c 

L — (x  - \)(x  - xT  * (BO  + C)*-' 

et  la  valeur  de  v1 , sous  les  formes  suivantes  : 


, —>.)b  — BQ  -*-  ( I — ^r]  f B O -4-1  iA~' 

V ( t — >.)  (x  — *)  ( BO-*-'' 


1 — — BO-+-  (1  —k)1] 

(1  —x)(i  — k) 

BO  + l 


ü=“ jr^TüT—T) \(-bo^TcJ  — bo  + c> 

JLif-i  t — /*'!• 

a — 2 1 BO-hc ' 


(l  -k)(1-k) 

— 2 a g[  B 0 -t-  (\  — i)b~\ 


(K-\)(*-ï) 


1 ' BO  c ' I 


Cette  équation  s’applique  à toutes  les  époques  du  mouvement  où  la 
surface  supérieure  de  l’eau  est  dans  la  partie  cylindrique  du  vase;  et 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

a = la  longueur  de  la 
partie  courbe  du  vase. 

c la  longueur  de  la 

partie  prismatique  verticale. 

b = la  hauteur  du  point 
de  réunion  de  a et  c au- 
dessus  de  l'autre  extrémité 
de  a,  où  se  trouve  l'orifice  n. 

£=  la  distance  verticale  de 
l'extrémité  supérieure  de  a , 
à la  surface  supérieure  du 
fluide  > qu'on  suppose  n'etre 
point  abaissée  au-dessous  de 
la  partie  prismatique  verti- 
cale du  vase. 

s =z  la  longueur  du  vase 
depuis  la  partie  inférieure 
de  b,  ou  de  l'orifice  Cl  par 
où  l'eau  s'écoule , jusqu'à 
une  section  quelconque  trans- 
versale de  la  partie  courbe  du 
vase. 

u = Ia  section  transversale 
à l’extrémité  de  s. 

0 — la  section  horizon- 
tale de  la  partie  prismatique 
du  vase. 

£ = la  hauteur  verticale 
de  u au-dessus  de  l’orifice  n. 

m ~ a “4-  £ la  longueur 

du  tuyau  depuis  l’orifice  té  , 
jusqu'à  la  surface  du  fluide 
qu'on  suppose  n'etre  point 
abaissée  au  * dessous  de  la 

aR+. 

Trouver  les  équations 
du  mouvement  d'un 
fluide  pesant  et  incom- 
pressible, dans  un  vase 
étroit  composé  d’une  par- 
tie prismatique  verticale, 
ouverte  par  le  haut,  et 
d’une  autre  partie  de 
courbure  quelconque  , 
cette  seconde  partie  for- 
mant le  prolongement 
inférieur  de  la  première, 
et  ayant  à son  extrémité 
un  orifice  par  où  l'eau 
s’écoule,  sans  sc  renou- 
veler dans  le  vase;  et  dé- 
terminer, 

1 .*  La  vitesse  , 
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pour  trouver  le  temps  qu’elle  emploie  à descendre  de  la  hauteur  b H—  c 

à la  hauteur  b H—  £ , on  a l'équation 

dt  = JzJÏÏLi 

V 

La  pression  à un  point  quelconque  de  la  partie  courbe  du  vase  , 
se  déduit  de  la  première  équation  de  l’article  422  , et  est  donnée  par 
l’équation 


S(h  —p)(B  -+-  -L.)-(gz—W)(i 


^)(B 


« 


n 

Js 


— i»Y' — r;i/-î-; 


d’où  on  tire 


p — h — t— 


O (b  +-  \) 


(*■ 


Ihg  J 


J S 


. u’  / a*  ) 

5 0+5  ’ 2g  < 1 1 ù)1  & 

On  trouverait  aisément  la  pression  à un  point  quelconque  de  la  partie 
cylindrique  située  à une  hauteur  b -t—  n au-dessus  de  l’orifice , en 
mettant  dans  l’équation  ci-dessus,  *1  au  lieu  de  | , a -+-  » au  lieu 

de  s , et  faisant  f dl—  = B 

J Ci  O 

Enfin  , la  plus  grande  vitesse  a pour  valeur  : 

Y / 1KZ(h  ^ j 

qui , mis  à la  place  de  u dans  l’équation  qui  fournit  la  valeur  générale 
de  la  vitesse , donne , pour  là  hauteur  correspondante  de  la  surface 
supérieure  de  l’eau , 

,T>n  ^ 

l — — BO 


(BO  -+-  cÿ 


[JS  0-\-  ( a — 1)  b -+-  ( t,  — t Jc]‘  > 

430.  C ONsiDÉRONS  enfin  le  cas  où  un  vase  étroit,  de  forme 
quelconque  d’ailleurs,  est  ouvert  par  ses  deux  extrémités,  et,  dépensant 
par  l’une  la  même  quantité  d’eau  qu’il  reçoit  par  l’autre , se  trouve 
ainsi  entretenu  constamment  plein. 

L’équation  (h)  de  l’article  41  6 donne,  dans  ce  cas, 

gp=zF(t)  — gZ  — —a—f—. 
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partie  prismatique  verticale 
du  vase. 

fn  = b ■+■  \ — la  hauteur 
verticale  au-dessus  de  l'ori- 
fice o de  l'extrémité  supé- 
rieure de  m. 

— , prise  dans 
u 

toute  l'étendue  de  U partie 
courbe  du  vase. 

prise  depuis  l'orifice  infé- 
rieur fl , jusqu'à  la  surface 
supérieure  du  fluide  dans  la 
partie  prismatique  verticale 
du  vase. 

A = la  hauteur  représen- 
tant la  pression  que  l’atmos- 
phère exerce  tant  à la  surface 
supérieure  du  fluide , qu'à 
l'orifice  inferieur  par  où 
l’eau  s’écoule. 


O 


fl  = l’orifice  par  où  l’eau 
s’écoule. 

v = la  vitesse  avec  laquelle 
l’eau  s’écoule. 

O — l’orifice  par  où  l’eau 
entre  dans  le  tuyau. 

n = la  pression  à l’ori- 
fice O, 


A."  La  pression. 


3.*  La  plus  grande 
vitesse. 

a85. 

Trouver  les  équa- 
tions du  mouvement  d’un 
fluide  pesant  et  incom- 
pressible , dans  un  vase 
étroit , de  forme  quel- 
conque d’ailleurs  , ou- 
vert par  ses  deux  extré-j 
mités  , et  dépensant  par 
l’une  la  même  quantité| 
de  fluide  qu’il  reçoit  par' 
l’autre. 


3.'  PARTIE,  2.*  SECTION.  HYDRODYNAMIQUE,  39  I 


NOTATION. 


DÉFINITIONS.  I THÉORÈMES. 


PROS  LUMES. 
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qui,  appliquée  à i'orifice  O,  où  on  a j = o , J~  -^-=o, £=:<*, 

p = n , et  u = O , donne 

£n  = F(t)  ga 

ensuite,  à i’orifice  O,  on  a J ——  = D , is=.l , p z=zh  et  «=fi; 
ce  qui  donne 

gh  = F(t)  — gb  — le*  — 

retranchant  cette  dernière  équation  de  la  précédente , 

g(n  — h)  = h_  iuv,  nz> 

ou , 

2g{H  — h -4-  a — b)dt  — o‘  dt(  i ~~  zQDdv , 

il  n’y  a de  variables  dans  cette  équation  que  v,  Il  et  t ; et  n doit  être 
regardée  comme  une  fonction  de  t , puisqu’elle  exprime  la  pression  d’un 
point  fixe  qui  ne  peut  varier  qu’avec  le  temps. 


43  1 S upposons  que  la  pression  II,  à l’orifice  d’entrée,  soit  constante, 
l’équation  prendra  la  forme 

j Ad  u 

{ ‘ — B ± Cu‘  ’ 

L’intégration  de  cette  équation  présente  trois  cas  ; savoir  : 

Premier  cas.  SI  = 0\  d’où  C = o , et  dt  = A— du. 

JO 


Ce  cas  donne 


B 


constante  ; 


et  si  B est  une  quantité  positive , la  vitesse  augmenté  avec  le  temps. 
Second  cas.  SI  < O ; d’où  C = i , et  dt  — — - -*.-5-, 

U JJ  — 

Ce  cas  donne 

A , V B uV  C 

* = T VJbcJ  log’  conitM!t- 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

a — une  section  trans- 

. 

versale  quelconque  du  tuyau. 

p =z  la  pression  à la  sec- 
tion te. 

s = la  longueur  du  tuyau 
comprise  entre  les  sections  0 

et  t*. 

a , £ et  b sont  respective- 
ment les  hauteurs  verticales , 

au-dessus  d'un  plan  horizon- 
tal de  position  fixe,  des  sec- 
tions ô , w et  fi. 

A = la  pression  de  l'at- 
mosphère qui  s’exerce  à l’o- 
rifîce  Cl. 

g = la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur  terrestre. 

D — f ~~~  ' P"JC  d*n5 

toute  retendue  du  tuyau  , 
c'est-à-dire,  depuis  l'ori- 

*75- 

ficc  0 , jusqu’à  l’orifice  fl. 

Lorsque  l’orifice  d’en- 

A—xnD. 

trée,  où  le  fluide  est  sup- 

B —2g  ( n — A -4-  a «—  b). 

posé  refoulé  psr  une  puis- 

286. 

_ ^ 

* C—~ûr  ~ I' 

tance  constante  , égale 
ou  surpasse  l’orifice  de 

Examiner  ce  que  de- 
vient la  solution  du  pro- 

sonie  , la  vitesse  croit 

blême  précédent,  lorsque 

avec  le  temps  , indéfini- 

le  fluide  qui  entre  dans 

ment  dans  le  premier  cas, 

le  vase  , y est  refoule 

et,  dans  le  second  cas, 

par  une  puissance  cons- 

s» 

' 

sans  pouvoir  excéder  une 

tante,  dans  les  cas. 

certaine  valeur  finie. 

i.®  Où  l’orifice  d’en- 

trée  du  vase  est  égal  k 
l’orifice  de  sortie; 

2,®  Où  l’orifice  d’en- 

trée  est  plus  grand  que 
l’orifice  de  sortie  ; 

Ddd 


Digitized  by  Google 


394  COURS  DE  MÉCANIQUE, 

La  constante  est  nulle,  lorsque  la  vitesse  initiale  l’est  aussi,  ou  qu’on 
n en  même  temps  u = o et  t = o ; dans  ce  cas , la  vitesse , au 
bout  du  temps  t,  a pour  valeur 


. itVBCiA  /r> 

(t  — i ) V B 

\ i V B C ■.  A . . 

I -4-  t ) V c 


On  voit  qu’elle  croît  avec  le  temps , sans  neanmoins  pouvoir  excéder 


la  valeur  V , valeur  qui  correspond  à / = c». 
6 


Troisième  cas.  Ci  > O ; d’où  C = 
Ce  cas  donne 


n* 

o‘ 


A vSC 

t rrr  ■ . arc  tang.  —, 

V (B  C)  ° V B 


i,  et  dt  = 


constante. 


A dv 


B 


Cu‘ 


La  constante  est  encore  nulle , lorsqu’on  a en  même  temps  t =z  o 
et  u = o ; et  on  a , dans  cette  hypothèse , 

/ B . V (B  C)  . 

* = 7c 

Ce  cas  est  remarquable  , en  ce  que  la  vitesse  est  infinie , lorsque 

s An 


+ 32.  Pour  obtenir  la  pression  à un  point  quelconque  du  vase,  il 
faut,  dans  l’avant-dernière  équation  de  l’article  417,  faire 
0,-0,  On  = O , <r/=o,  cr^znD.  U—n,  Y\u—h,  /a— a.  v = t>. 
Cette  équation  deviendra 


i'Jl- 


-+-  \s(h  -H  h)  -+ 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

*8  (P  - n -H  Z- C)D  = oY$— ^r)D  ■ 


./  n’  . 
v (l  "ôr^ 


ds 

U 

ds 


— igfU  -h-Sr-a  — b) J 
En  faisant , dans  cette  équation , p = h ; ce  qui  suppose  ç — b 


Digitized  by  Google 


j.c  partie,  i.e  SECTION.  HYDRODYNAMIQUE.  39  S 


NOTATION. 


DÉFINITIONS.  THÉORÈMES. 


PROBLEMES. 


TT  = fa  demi -circonfé- 
rence qui  a le  rayon  pour 


176. 

En  conservant  l'hy-  3.®  Où  l'orifice  d'en- 
pothèse  d'une  pression  trée  est  plus  petit  que 
constante  à l'orifice  d'en-  l’orifice  de  sortie, 
trée  ; le  cas  où  cet  ori- 
fice d’entrée  esc  plus  pe- 
tit que  celui  de  sortie, 
donne  une  vitesse  infinie 
au  bout  d’un  temps  fini. 


287. 

Trouver , dans  le  cas 
du  problème  285  , la 
valeur  de  la  pression  à 
un  point  quelconque. 


Ddd  2 
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et  u = fl , on  aura  la  relation  entre  la  pression  II  à l’orifice  O par 
où  le  fluide  entre  dans  le  vase , et  la  vitesse  u de  l’eau  à la  sortie  fl 
du  vase  : cet  article , et  les  deux  précédens , renferment  ainsi  des  for- 
mules au  moyen  desquelles  tous  les  phénomènes  qui  dépendent  du 
mouvement  se  trouvent  déterminés. 

4.33.  Supposons  que  la  vitesse  est  parvenue  à l’uniformité,  ou  que 
la  durée  du  mouvement  a été  telle  qu’on  a sensiblement  u = V ~a  ou 

2gOl(  FI  — h -+-  a — b)  = vl  ( 1 (f~)  ’ 

et , à l’inspection  de  la  valeur  de  u , art,  431,  il  est  évident  que  , 
dans  les  cas  les  plus  ordinaires , elle  doit  bientôt  arriver  à ce  terme. 
L’équation  qui  donne  la  pression  sera,  (en  observant  que  l’hypothèse 

de  vl  = —?c~  donne  u’  C — B — o ou  v ( 1 — 

Zg( n — h -H  a — b)  = o), 

*g(P  ~ Tl  -+-  Z — a)  D = v'  ( -0-, 

En  faisant  p — h , ce  qui  suppose  « — fl  et  £ — b , cette  équation 
devient 

ig(h  — n-t-i  — a)  D — «Y-ÿ-—  • 

lorsque  fi  = O , on  a II  — h -4—  b — a : la  pression  à l’orifice 
d’entrée  ne  dépend  plus  de  la  vitesse  ; la  valeur  de  la  vitesse  constante 
devient  indéterminée  ou  = f ; ce  qui  suit  nécessairement  de  la  valeur 
B 

v = —-r- 1 , art.  43  1, 

/I 

T „ , „ ..  V [zg  O*  (Tl- h-l-a-b)] 

Lorsque  O >12,  la  vitesse  constante  devient  u r=  /fO* — ïTv ' ' 

et  pour  qu’elle  soit  réelle , ou  que  le  fluide  puisse  y parvenir , on  doit 
avoir  FI  > ( h — a b ). 

434.  L es  formules  données  depuis  l’art.  335?,  quoique  établies  sur 
l’hypothèse  des  tubes  ou  tuyaux  infiniment  étroits , s’appliquent  néan- 
moins à un  très -grand  nombre  de  cas  où  les  trois  dimensions  des 
vases  sont  de  grandeur  finie  ; on  obtiendra  cet  avantage  toutes  les  fois 
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- 

«77- 

Les  formules  relati- 
ves au  mouvement  des 
fluides  incompressibles 
dans  les  tubes  du  tuyau , 

288. 

Appliquer  les  solations 
des  problèmes  285  et 
286  , au  cas  où  la  vitesse 
est  sensiblement  parve- 
nue à l’uniformité. 
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qu'il  sera  possible  de  faire,  en  un  endroit  quelconque  du  vase,  une 
section  telle  que  toutes  les  molécules  renfermées  dans  cette  section  aient 
des  vitesses  égales  et  parallèles  : c'est  en  effet  par  cette  dernière  propriété 
que  le  mouvement  est  rendu  linéaire , et  qu’on  parvient  aux  équations 
données  depuis  l’article  cité. 

La  propriété  dont  je  viens  de  parler , se  rencontre  évidemment  dans 
les  vases  dont  la  longueur  est  considérable  par  rapport  à leur  plus  grand 
diamètre,  et  qui  ont,  par  conséquent,  fort  peu  d’évasement. 


435.  Il  est  bon  de  faire , sur  l’évasement , une  remarque  propre  à 
résoudre  quelques  difficultés  qui  pourraient  se  présenter  aux  commençans 
dans  l’étude  de  la  théorie  précédente.  Le  tube  ou  vase  étant  d’amplitude, 
ou  section  transversale  variable,  les  vitesses  des  différentes  tranches  , à un 
instant  déterminé , dépendent  des  rapports  des  sections  dont  la  variabilité 
joue,  sous  ce  point  de  vue,  un  rôle  très -important  dans  les  phénomènes 
du  mouvement.  11  n’en  est  pas  de  meme  lorsqu’il  s’agit  d’évaluer  l’in- 
fluence qu’ont  sur  le  mouvement  d’une  tranche  fluide,  les  différences  de 
pression  des  deux  sections  transversales  entre  lesquelles  cette  tranche  est 
contenue.  Soit  p la  pression  rapportée  à l’unité  de  surface  d’une  section  u, 
la  pression  totale  de  cette  section  sera  p u.  Imaginons  une  tranche  fluide 
renfermée  entre  « et  « -f-  du,  la  pression  totale  de  u -4—  d u sera 
( p -4—  dp)(  u H—  du)  ou  p ( u -4—  du)  -4—  u dp  : or  , on  pourrait 
penser  que  l’excès  de  cette  dernière  force  sur  la  première , ou  la  partie 
de  la  pression  qui  se  combine  avec  la  pesanteur  pour  produire  la  force 
accélératrice , est  égale  kpdu- 4-  u dp  ; mais  il  faut  observer  que,  par  la 
nature  des  fluides,  art.  247,  des  pressions  égales  entre  elles,  lorsqu’on 
les  rapporte  à l’unité  de  surface , se  font  équilibre , quelles  que  soient  les 
étendues  des  surfaces  auxquelles  on  les  applique  : ainsi , dans  les  deux 
pressions  opposées,  pu  et  p ( u -4-  du)  -4-  u dp,  les  parties  pu  et 
p(u  -4-  du)  se  font  équilibre  ou  se  détruisent  réciproquement;  et  il 
ne  reste  plus  que  udp , qu’il  faut  combiner  avec  les  autres  puissances 
qui  sollicitent  la  tranche. 
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t 

. | 

• 

t'appliquent  aux  vases 
dont  les  trois  dimensions 
sont  de  grandeur  finie, 
dans  tous  les  cas  où  il 
est  possible  de  faire  , en 
un  endroit  quelconque 
du  vase , une  section 
telle  que  toutes  les  mo- 
lécules renfermées  dans 
cette  section  aient  des 
vitesses  égales  et  paral- 
lèles. 

4 

• 

• 

178. 

La  différence  entre 
deux  sections  infiniment 
voisines  qui  jouissent 
de  la  propriété  énoncée 
dans  le  théorème  précé- 
dent , n’entre  pour  rien 
dans  l'évaluation  de  la 
partie  de  la  pression  de  la 
tranche  , comprise  entre 
ces  sections , qu'il  faut 
combiner  avec  les  puis- 
sances appliquées  au 
fluide  pour  obtenir  la 
force  accélératrice  de 
cette  tranche. 

. 
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436.  Il  y a un  cas  très -remarquable  de  l’écoulement  des  fluides 
incompressibles  et  pesans , qui  conduit  à une  valeur  extrêmement  simple 
de  la  vitesse  à la  sortie  du  vase  ; c’est  celui  où  on  suppose  que  le  fluide 
s’écoule  par  un  orifice  dont  la  surface  est  très -petite  en  comparaison 
d’une  section  transversale  quelconque.  Toutes  les  formules  relatives  à la 
vitesse  d’écoulement  , données  depuis  l’article  3 «jp  , s’accordent  dans 
ce  cas , quelle  que  soit  l’inclinaison  de  l’orifice  , à fournir  l'équation 
suivante  : 

v ==  V\*(gh  -4-  Q — P)]- 

« 

437.  On  a vu  précédemment,  qu’il  y avait  un  maximum  de  vitesse 
auquel  le  fluide  parvenait  sensiblement  dans  un  temps  plus  ou  moins 
long  : la  grandeur  de  l’orifice  influe  principalement  sur  la  durée  de  ce 
temps  ; et  la  vitesse  évaluée  dans  l’article  précédent  , doit  être , dans  les 
cas  des  articles  cités  , considérée  comme  un  maximum  de  cette  espèce  , 
auquel  le  fluide  arrive  dans  un  temps  si  court  qu’il  est  sensiblement 
inappréciable  : c’est  en  l’envisageant  sous  ce  point  de  vue  , qu’on  évite 
les  difficultés  qui  embarrassent  ordinairement  la  théorie  des  écoulemens 
par  les  petits  orifices. 

438.  Lorsque  l’écoulement  se  fait  dans  le  vide  ou  dans  un  fluide 
élastique , comme  l’air , qui  presse  également  la  surface  supérieure  du 
fluide  et  l’orifice,  l’équation  de  l’article  4 36  devient 

v = Y (x$h). 

439.  Le  vase  étant  entretenu  constamment  plein  , le  volume  de 
fluide  qui  s’écoule  pendant  un  temps  donné , est  égal , dans  l’hypothèse 
de  l’article  précédent , à 

Q.  = w / V ( 2 g h ) ; 

et , au  moyen  de  cette  équation  , trois  des  quatre  quantités  Q , u , h 
et  t étant  données , on  pourra  calculer  la  quatrième. 

440.  Lorsque  le  vase  11’est  pas  entretenu  constamment  plein,  les 
mêmes  choses  se  calculent  par  l’équation 

. = udtY[ig(h  — iJ], 
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g = la  force  accélératrice 

289. 

de  la  pesanteur. 

Déterminer  la  vitesse 

v ==;  vitesse  à U sortie  du 

avec  laquelle  un  fluide 

vase. 

pesant  et  incompressible 

A = la  différence  de  ni- 

s’écoule  par  un  orifice 

veau  entre  la  surface  supc- 

très-petit,  en  comparai- 

rieure  du  fluide  et  l'orifice. 

son  d’une  section  quel- 

Q et  P sont  les  hauteurs 

conque  du  vase. 

de  deux  prismes  du  fluide 

qui  s’écoule,  ayant  l’unité 

Î79. 

de  surface  pour  base , dont 

La  vitesse  donnée  par 

les  poids  mesurent  les  près- 

la  solution  du  problème 

sions  , rapportées  à l’unité 

289  est  un  maximum  de 

de  surface  » qui  ont  lieu  res- 

vitesse  auquel  le  fluide 

pectivement  à la  surface  su- 

parvient  dans  un  temps  si 

périeure  du  fluide  et  à l’o- 

court,  qu’il  est  sensible- 

rifice. 

ment  inappréciable. 

180. 

290. 

La  vitesse  d’écoulc- 

Appliquer  la  solution 

ment  , dans  le  ca*  du 

du  problème  précédent , 

problème  190  , est 

au  cas  où  les  pressions 

égale  à celle  due  à la 

à la  surface  supérieure  du 

hauteur  de  la  surface  su- 

fluide  et  à l’orifice  sont 

u surface  de  l'orifice. 

péricure  du  fluide  au- 

nulles  ou  se  détruisent , 

Q = la  quantité  de  fluide 

dessus  de  l’orifice. 

et  trouver  la  quantité  de 

écoulée  pendant  le  temps  r. 

fluide  écoulée  dans  an 

A et  g ont  la  -même  signi- 

temps  donné  » 

fication  qu’à  l’art.  436. 

1 .*  En  supposant  le 

vase  entretenu  constam- 

fl  = la  section  du  vase  à la 

ment  plein  ; 

surface  supérieure  du  fluide. 

lorsque,  au  bout  du  temps  t , 

cette  surface  supérieure  s’est 

2.*  En  supposant  que! 

abaissée  verticalement  de  la 

le  vase  se  vide  sans  ré-i 

hauteur 

parer  ses  pertes  ; 1 

E e e 
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ou 

■j , 

— V) 

dont  le  second  membre  ne  renferme  qu’une  variable , parce  que  fl  est 
fonction  de  £. 


441.  Dans  le  cas  d’un  cylindre  ou  d’un  prisme  dont  l’axe  ou  les 
arêtes  longitudinales  seraient  verticales,  on  a,  pour  l'écoulement  sur  une 
hauteur  j , 


t 


2 n 


[k*  — (k  — ipy. 


et , pour  l’écoulement  total  sur  la  hauteur  h , 


2 n/  A 


1 

ce  temps  total  est  double  de  celui  employé  à faire  la  même  dépense 
d’eau  , lorsque  le  vase  est  entretenu  constamment  plein  à la  hauteur  h. 


442.  L’équation  —r—  — — y , donnée  art.  440, 

renferme  le  principe  de  la  construction  des  clepsydres  ou  horloges  d’eau.  Si 
la  forme  de  la  clepsydre  est  donnée  , en  intégrant  l'équation  précédente , 
011  en  tire  3 =:  fonction  (t) ; au  moyen  de  quoi  on  peut  calculer  les  divi- 
sions de  l’axe  vertical  j , correspondantes  aux  divisions  égales  du  temps  : 
les  divisions  de  j seront , dans  ce  cas  , généralement  inégales  ; mais  , 

pour  avoir  ces  divisions  égaies , il  faut  faire  — a — la  hauteur 

constante  dont  on  veut  que  le  fluide  s’abaisse  pendant  chaque  unité 
de  temps  ( l’unité  de  temps  doit  être  la  même  que  celle  employée  dans 
la  détermination  de  g ) , et  on  aura  l’équation 

ail  — a Y [2  g (h  — i)~\. 

Supposant,  ainsi  que  cela  est  convenable,  que  la  clepsydre  est  symé- 
trique par  rapport  à l’axe  vertical  des  j , on  pourra  se  donner  arbitrai- 
rement l’aire  de  la  section  il  en  fonction  d’une  coordonnée  horizon- 
tale y;  et  l’équation  f (y)  = — y \_2  g ( h — 1)  ] sera  celle  du  profil 
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DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES* 

l8  f. 

A = la  différence  de  ni- 

Un  vase  ayant  la  forme 

veau  , initiale , ou  prise,  lors- 

d’un  cylindre  ou  d’un 

que  t = 0,  entre  la  surface 

prisme  vertical , emploie 

supérieure  du  fluide  et  l’o- 

à je  vider  entièrement  par 

riüce. 

un  petit  orifice  pratiqué  à 

3.®  Lorsque  le  vase 

sa  base,  un  temps  double 

qui  se  vide  sans  réparer 

de  celui  qui  ser.it  néces- 

ses  pertes , est  un  cy- 

saire  pour  faire  la  même 

lindre  ou  un  prisme  dont 

dépense  de  fluide,  si  le 

l’axe  ou  les  arêtes  longi- 

• 

vase  était  entretenu  cons- 
tamment plein  à la  hau- 
teur où  était  la  surface 
supérieure  du  fluide  au 
commencement  du  mou- 

tudinales  sont  verticales. 

vement. 

291. 

Exposer  les  principes  j 
et  donner  les  formules 
fondamentales  qui  ser- 
vent à la  construction 
des  clepsydres  ou  hor- 
loges d'eau  , 

ï.®  Lorsqu'on  veut 
diviser  l'axe  vertical  J 
en  se  servant  d’un  vase! 
donné  ; 

2.®  Lorsqu'on  veut 
construire  une  clepsydre 
dans  laquelle  des  divi-j 
sions  égales  de  l'axe  ré-l 
pondent  à des  temps 

égaux. 

/ est  le  signe  de  fonction. 

• 

E e e 2 
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horizontal  de  la  clepsydre.  On  peut  aisément  donner  à cette  détermi- 
nation plus  de  généralité  ; mais  ce  serait  en  pure  perte  pour  les  objets 
d’application. 

443.  On  a appliqué  la  théorie  de  l’écoulement  de  l’eau  par  les  petits 
oritices , aux  cas  des  orifices  verticaux  dont  la  grandeur  est  telle  par 
rapport  à la  charge  d’eau  , ou  à la  hauteur  de  la  surface  supérieure  du 
lluide , qu’on  ne  peut  pas  supposer  des  vitesses  égales  à toutes  les  molé- 
cules renfermées  dans  ces  orifices.  Cette  application  a été  fondée  sur 
l’hypothèse  que  l’inégalité  de  vitesse  ne  pouvait  avoir  lieu  qu’entre  les 
molécules  situées  à différentes  hauteurs , ou  dont  les  distances  à la  sur- 
face supérieure  du  fluide  11’étaient  pas  les  mêmes  ; tandis  que  les  molé- 
cules situées  dans  une  même  ligne  horizontale  , ou  entre  deux  lignes 
horizontales  infiniment  voisines , devaient  se  mouvoir  avec  la  même 
vitesse  : on  a ensuite  supposé  que  cette  dernière  vitesse  était  celle  due  à 
la  hauteur  de  la  surface  supérieure  de  l’eau  au-dessus  de  chaque  molé- 
cule , raisonnant , en  cela  , par  analogie  avec  ce  qui  se  passe  dans  le 
cas  des  petits  orifices. 

Voici  les  formules  auxquelles  cette  manière  d’envisager  la  question 
a conduit. 

L’écoulement  pendant  un  temps  t , par  la  partie  de  l’orifice  comprise 
entre  son  point  le  plus  haut  et  l’ordonnée  horizontale  y , a pour  valeur , 
lorsque  le  vase  est  entretenu  constamment  plein  , 

Q_  = ( 2 g)*t  \f[y  <lx  (h'  -+-  x )*  ] -+-  constante  J. 

Le  périmètre  de  l’orifice  étant  donné , y est  connu  en  fonction  de  x. 

On  détermine  la  constante  par  la  condition  que  J\ydx(h'  -+-  x)y  ] 
s’évanouit , lorsque  x = o ; et  l’intégration  finie , pour  avoir  la  dé- 
pense de  l’orifice  entier,  on  fera  x — h — //', 

444.  La  hauteur  moyenne  de  F eau , pour  une  partie  quelconque  de 
l’orifice  comprise  entre  son  point  le  plus  haut  et  l’ordonnée  horizontale  y, 
est  la  hauteur  due  à une  vitesse  telle , que , si  elle  était  commune  à toutes 
les  molécules  fluides  renfermées  dans  la  portion  de  l'orifice  dont  je  viens 
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g = la  force  accélératrice 
de  la  peianteur. 

Q=z  la  quantité  de  fluide  qui 
s'écoule  pendant  le  temps  t. 

h et  A'  sont  respectivement 
les  distances  verticales  de  la 
surface  supérieure  du  fluide  , 
aux  points  le  plus  bas  et  le 
plus  haut  de  l’orifice. 

■ 

19a. 

Trouver  le  rapport 
entre  le  temps  et  la  dé- 
pense , lorsqu'un  fluide 
pesant  et  incompressible 
sort  d’un  vase  entretenu 
constamment  plein  , par 
un  orifice  vertical  de 
grandeur  finie. 

y est  la  distance  entre  deux 
points  quelconques  de  l'ori- 
fice , situés  sur  ia  même  ligne 
horizontale. 

* = l’abaissement  de  y 
au-dessous  du  point  le  plus 
haut  de  l’orifice. 

65. 

De  la  hauteur 
moyenne  , lors- 
qu’un fluide  pe- 
sant s'écoule  par 
un  orifice  vertical 
de  grandeur  finie. 

293. 

Déterminer,  dans  le  cas 
du  problème  précédent, 
fa  valeur  de  la  hauteur 
moyenne. 
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de  parler , la  dépense  par  cette  portion  d’orifice  serait  fa  même  que 

celle  qui  a effectivement  lieu.  On  a pour  la  hauteur  moyenne 

l — 1 4 (h'  ■+■  *)  * ] 1* 

- (B+fyd*)' 

Les  constantes  A et  B se  déterminent  par  la  considération  que  les  inté- 
grales s’évanouissent  lorsque  x = o ; et  lorsque  l’intégration  est  effectuée, 
on  a la  hauteur  moyenne  , pour  tout  l’orifice , en  faisant  x =:  h — h' . 


44  j.  Lorsque  le  vase  se  vide  sans  recevoir  de  nouvelle  eau  , la 
relation  entre  le  temps  et  la  quantité , de  fiuide  écoulée , est  donnée 
par  l’équation 


* — *~f~ 

(>g)‘  J 


ndz 


B. 


A •+ -flydx(h'  x - Z)‘  ] 

On  intègre  d’abord  la  quantité  f [ ydx(h ' H—  x — zJJ]  > en  regardant  j 
comme  constante , et  on  détermine  la  constante  A , par  la  condition  que 
l’intégrale  s’évanouit  lorsque  x = o : faisant  ensuite  x = h — h' , 
et  observant  que  fi  est  fonction  de  g,  la  valeur  du  temps  prend  la 

forme  t = — ! — — . dzf  (z)  *+•  B , et  la  constante  B se  détermine 


par  la  condition  que  j et  / sont  zéro  en  meme  temps. 


446.  L’hypothèse  , admise  dans  les  deux  articles  précédens , de 
l’égalité  de  vitesse  pour  les  molécules  fluides  qui , à l’orifice , sont 
comprises  entre  deux  lignes  droites  horizontales  infiniment  voisines , peut 
ne  pas  s’écarter  beaucoup  de  la  vérité.  Il  n’en  est  pas  de  meme  de  l’hypo- 
thèse qui  rend  cette  vitesse  proportionnelle  à la  racine  carrée  de  la 
distance  verticale  de  la  molécule  à la  surface  supérieure  du  fluide  ; et 
en  conservant  même  la  forme  des  équations  qui  donnent  Q et  t,  il  faut, 
au  lieu  de  Y (h'  -4-  x ) , art.  443  , ou  de  / (h'  H—  x — 1) , art.  445  , y 
mettre  plus  généralement  f (h'  -+-  x) ,f  (h'  x — ij  ; et  alors  l’embarras 

est  de  connaître  cette  fonction.  On  ne  doit  donc  introduire  qu’avec  beau- 
coup de  précaution  dans  les  applications  aux  objets  de  pratique  l’hypothèse 
dont  je  viens  de  parler  ; et  ce  ne  serait  pas  meme  assez  de  se  contenter  de  la 
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NOTATION. 


k = U hauteur  moyenne 
de  Veau  , rapportée  à la  par- 
tie de  l'orifice  qui  répond  à 
toute  la.  longueur  de  x , ou 
qui  eit  au-dessus  de  l'hori- 
zontale y. 

I =:  la  hauteur  verticale 
dont  la  surface  supérieure  du 
fluide  est  descendue  pendant 
le  temps  f. 


DEFINITIONS. 


TH  EO  R E M ES. 


PROBLEMES. 


Des  deux  hypothèses 
énoncées  art.  446  , ct| 
sur  lesquelles  sont  fon- 
dées les  solutions  des 
problèmes  292  et  294, 
celle  qui  suppose  la  vi- 
tesse d’une  molécule 
passant  par  l'orifice , pro- 
portionnelle à la  racine 
carrée  de  sa  distance 
verticale  à la  surface  su- 
périeure du  fluide , s'é- 
loigne beaucoup  de  l'ex- 
périence , dans  plusieurs 
cas,  et  ne  doit  être  appl 
quée  qu'avec  précaution. 
On  peut , sans  changer  laj 
forme  des  équations  qui 
résolvent  les  problèmes! 
cités  , substituer  à la  ra- 
cine carrée  de  la  hauteur  J 
une  fonction  de  la  hau- 
teur j mais  la  forme  de 
cette  fonction  n'est  pas 
connue. 


294. 

Trouver  la  relation 
entre  le  temps  et  la*  dé- 
pense , lorsque  le  fluide 
s'échappe,  par  un  orifice 
vertical,  d’un  vase  qui 
se  vide  sans  recevoir  de 
nouvelle  eau» 
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correction  relative  à la  contraction  de  la  veine  fluide  dont  je  vais  bientôt 
parler.  En  effet , en  supposant  ia  vitesse  proportionnelle  à 1 /(U  H—  x) , 
si  le  point  le  plus  haut  de  l’orifice  était  à ia  surface  supérieure  du  fluide, 
ou  près  de  cette  surface , les  molécules  qui  y passeraient , auraient  une 
vitesse  nulle  ou  extrêmement  petite;  ce  qui  est  tout-à-fait  contraire  à 
l’expérience.  Cependant , comme  plusieurs  résultats  déduits  des  formules 
citées , ont  été  employés  utilement  par  les  praticiens , en  y faisant  les 
modifications  convenables , j’ai  cru  que  je  ne  pouvais  pas  me  dispenser 
de  rapporter  ces  formules  dans  mon  ouvrage. 

447.  Mais  il  y a des  corrections  communes,  non-seulement  aux 
résultats  ci-dessus  mentionnés , mais  encore  à tous  ceux  que  peut  fournir 
ia  théorie  de  l’écoulement  des  fluides  par  des  orifices  quelconques.  O11 
a reconnu  que,  lorsqu’un  fluide  incompressible  s’échappe  d’un  vase  par 
line  ouverture  que  je  supposerai  circulaire , le  jet  n’avait  pas  une  forme 
cylindrique , et  diminuait  progressivement  de  diamètre  depuis  l’orifice 
jusqu’à  une  certaine  distance  , peu  differente , dans  beaucoup  de  cas,  du 
demi- diamètre  de  cet  orifice.  Ainsi  le  jet  affecte,  dans  cet  intervalle, 

* la  forme  d’un  cône  tronqué , dont  la  grande  base  est  l’orifice  lui-même. 
Or  , pour  évaluer  la  dépense,  il  faut,  à cet  orifice,  substituer  la  petite 
base  du  cône  tronqué , qui  renferme  tous  les  filets  fluides  jaillissant  hors 
du  vase,  lorsqu’on  connaît  ou  la  vitesse  commune  ou  la  vitesse  moyenne 
de  ces  filets.  La  diminution  du  diamètre  du  jet,  depuis  l’orifice  jusqu’à 
une  certaine  distance  de  cet  orifice,  est  ce  qu’on  a appelé  contraction 
Je  la  veine  fini  Je. 

448.  L’expérieNcE  a appris  que,  lorsque  l’eau  s’écoulait  d’un  vase 
par  un  petit  orifice  percé  dans  une  même  paroi , la  dépense  effective 
était  à-peu-près  0.61  de  la  dépense  théorique  calculée  par  la  formule 
de  l’article  439. 
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DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

183. 

Lorsqu’un  fluide  pe- 

sant  et  incompressible 
s’échappe  d'un  vase  par 
un  orifice  circulaire  , le 
jet  affecte,  à sa  sortie  , 
la  forme  d'un  cône  tron. 

* 

que  dont  la  grande  base 
est  l’orifice.  Un  rétré- 

«6. 

cissement  analogue  du 
jet  a lieu  généralement , 
quelle  que  soit  la  forme 
de  l'orifice.  La  section  de 
ce  jet,  faite  à l’endroit  de 
son  plus  grand  rétrécisse- 
ment, multipliée  par  la 
vitesse  moyenne  des  mo- 
lécules fluides  qui  passent 

De  ce  qu’on  en- 

par  cette  section  , donne 

tend  par  contrjc- 

la  dépense  faite  dans  une 

lion  de  la  veine 

unité  de  temps. 

fluide. 

184. 

• 

Lorsque  l’eau  s’écoule 
d'un  vase  pan  un  petit 
orifice  circulaire  percé 
dans  une  mince  paroi , ta 
dépense  effective  est  à- 
peu-près  0,6a  de  la  dé- 
pense théorique,  calculée 
par  les  formules  des  art. 
439  et  440.  Le  même 

> 

F f f 
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449.  Ce  déchet  est  occasionné  par  ia  contraction  de  ia  veine  fluide  ; 
et  ii  demeure  le  meme , si  ion  adapte  à l’orifice  un  ajutage , dont  la 
longueur  soit  égaie  à ia  distance  de  cet  orifice  à ia  section  de  plus 
grande  contraction  , et  dont  ia  paroi  intérieure  ait  la  formé  conoïde , 
affectée  dans  cet  intervalle  par  le  fluide.  Mais  si , à la  suite  de  cet  ajutage, 
on  place  un  tuyau  cylindrique  d’un  diamètre  égal  à celui  de  l'orifice, 
supposé  circulaire , ou  un  tuyau  conique , ou  enfin  un  tuyau  en  partie 
cylindrique  et  en  partie  conique  , les  longueurs  et  l’évasement  n’excédant 
pas  certaines  limites , la  dépense , dans  un  temps  donné , augmente  et 
peut  excéder  le  double  de  celle  qui  se  fait  par  une  mince  paroi.  Cette 
augmentation  de  dépense  varie  avec  les  proportions  des  ajutages  qui 
comportent  un  maximum  et  un  minimum  ; cependant  les  connaissances 
sur  cette  matière  ne  sont  pas  assez  avancées , pour  établir  ces  propor- 
tions et  la  forme  rigoureuse  des  ajutages , d’après  des  règles  susceptibles 
d’être  mises  en  formules. 


450.  Cet  écoulement  par  les  ajutages  a offert  un  phénomène 
remarquable.  Si  l’on  fait  la  plus  légère  ouverture  près  de  l’endroit  où 
est  la  plus  grande  contraction  de  la  veine , l’augmentation  de  dépense 
n’a  pas  lieu  ; et , en  adaptant  au  tuyau  additionnel  des  syphons  dont  les 
branches  inférieures  trempent  dans  l’eau  ou  le  mercure  , il  y a aspiration 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEOREMES. 


effet  a lieu,  si  Ton  adapte 
à l’orifice  un  ajutage  dont 
la  longueur  soit  égale  à 
la  distance  de  cet  orifice 
à lasection  de  plus  grande 
contraction  , et  dont  ia 
paroi  intérieure  ait  la 
forme  du  conoïde , affecte 
dans  cet  intervalle  par  le 
fluide. 


PflOBLÈMES. 


i8j. 

Si,  à ia  suite  de  l’aju- 
tage mentionné  au  théo- 
rèmeprécédent,  on  place 
un  tuyau  cylindrique  d’un 
diamètre  égal  à celui  de 
l’orifice , supposé  circu- 
laire , ou  un  tuyau  coni- 
que, ou  enfin  un  tuyau 
en  partie  cylindrique  et 
en  partie  conique  , les 
longueurs  et  l’évasement 
n’excédant  pas  certaines 
limites,  la  dépense,  dans 
un  temps  donné  , aug- 
mente et  peut  excéder  le 
double  de  celle  qui  se 
fait  par  une  mince  paroi: 
cette  augmentation  de  dé- 
pense varie  avec  les  pro- 
portions des  ajutages  qui 
comportent  un  maximum 
et  un  minimum. 


186. 

Si  l’on  fait  la  plus 
légère  ouverture  près 
de  l’endroit  où  est  la 
plut  grande  contraction , 
l'augmentation  - de  dé- 


Fffa 
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dans  chacune  de  ces  branches , qui  diminue  à mesure  que  !e  syphon 

est  plus  éloigné  de  la  section  de  plus  grande  contraction. 


451.  E N Fl  N,  la  différence  entre  la  dépense  par  un  orifice  percé 
dans  une  mince  paroi , et  celle  par  un  tuyau  additionnel , n’a  pas  lieu 
•dans  le  vide.  On  voit , par  ces  divers  phénomènes , que  le  poids  de 
l’atmosphère  a une  influence  totale  ou  presque  totale  sur  l’excès  de 
produit  des  tuyaux  additionnels. 

452.  Un  habile  physicien  de  Modène  , J.  B.  Venturi,  a essayé  de 
lier  les  faits  que  je  viens  de  rapporter , à un  principe  ou  fait  primitif, 
qui  doit  trouver  sa  place  ici  comme  phénomène  du  mouvement  des 
fluides , quel  que  soit  le  jugement  qu’on  porte  sur  les  conséquences 
que  Venturi  en  tire.  Si  l’on  introduit  un  filet  d’eau  avec  une  certaine 
vitesse  dans  un  vase  rempli  du  même  fluide  stagnant,  à la  surface  duquel 
il  s’échappe  en  suivant  la  direction  d’un  canal  curviligne  ouvert  dans  toute 
sa  longueur  , ce  filet  entraînera  avec  lui  et  fera  sortir  du  vase  le  fluide 
qui  y est  contenu  ; de  manière  qu’au  bout  d’un  certain  temps , il  n’en 
restera  que  la  portion  comprise  entre  le  fond  du  vase  , et  la  partie  infé- 
rieure de  l’ouverture  par  laquelle  entre  le  filet.  Venturi  a nommé  cet 
effet,  communication  latérale  du  mouvement  dans  les  fluides,  et  il  y rapporte 
plusieurs  circonstances  importantes  de  ce  mouvement.  Il  ne  donne  au- 
cune explication  du  principe , et  conclut  même  de  ses  expériences , que 
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NOTATION. 


DEFINITIONS. 


THEOR  EMES. 


pense  n’a  pas  lieu  ; et 
en  adaptant  au  tuyau 
additionnel,  des  syphons 
dont  les  branches  infe- 
rieures trempent  dans  de 
l'eau  ou  du  mercure  , il 
y a aspiration  dans  cha- 
cune de  ces  branches , qui 
diminue  à mesure  que  le 
syphon  est  plus  éloigné 
de  la  section  de  plus 
grande  contraction. 

1 87.  * 

La  différence  entre  la 
dépense  par  un  orifice 
percé  dans  une  mince 
paroi  et  celle  par  un 
tuyau  additionnel  , n’a 
pas  lieu  dans  le  vide, 


67. 

De  la  commué- 
mcation  latérale \ 
du  mouvement 
dans  les  fluides. 


188. 

Si  l'on  introduit  un 
filet  d'eau  avec  une  cer- 
taine vitesse  dans  un  vase 
rempli  de  meme  fluide 
stagnant  , à la  surface 
duquel  il  s'échappe  en 
suivant  la  direction  d'un 
canal  curviligne  ouvert 
dans  toute  sa  longueur 
ce  filet  entraînera  avec 
lui  et  fera  sortir  du  vase 
le  fluide  qui  y est  con- 


PROfiLEMES. 


Digitized  by  Google 


414-  COURS  DE  MÉCANIQUE, 

l’attraction  réciproque  des  molécules  d'eau  est  très- insuffisante  pour  en 
rendre  raison  : il  a publié  le  résultat  de  ses  recherches  , dans  un  ou- 
vrage qui  contient  beaucoup  de  choses  curieuses  et  utiles , et  qui  a 
obtenu  le  suffrage  de  l’Institut  national  des  sciences  et  des  arts  *. 


4^5.  Il  me  reste , pour  terminer  ce  que  j’ai  à dire  sur  les  fluides 
incompressibles , à donner  quelques  résultats  sur  leur  choc  et  leur  résis- 
tance. Si  un  fluide  en  mouvement  agit  sur  un  corps  en  repos  , il  lui 
communique  une  vitesse  finie  au  bout  d’un  temps  fini , après  l’avoir  fait 
passer  par  tous  les  degrés  de  vitesse  intermédiaire , entre  la  vitesse  zéro 
et  celle  que  le  corps  a au  bout  du  temps  t.  Le  fluide  agit  donc  à la 
manière  des  puissances  accélératrices , dont  l’effet , soumis  à la  loi  de 

continuité , s’accroît  par  degrés  insensibles  ; et  la  force  motrice  est 

la  mesure  de  ce  qu’on  appelle  le  choc  Au  fluide. 

Si , au  contraire , un  corps  animé  d’une  vitesse  initiale  est  lancé 
dans  un  fluide , cette  vitesse  initiale  diminue  graduellement , en  suivant 
aussi  la  loi  de  continuité  : la  perte  de  quantité  de  mouvement  pendant 

l’instant  At,  est  MAv  ; et— est,  dans  ce  cas,  la  mesure  de  ce 

a t 

qu’on  appelle  résistance  Au  fluide. 

On  a très-souvent  confondu  les  phénomènes  de  mouvemens  qui  se 
rapportent  au  choc  , avec  ceux  qui  se  rapportent  à la  résistance;  ils 
offrent  néanmoins  des  nuances  dont  il  faudrait  rendre  raison  et  tenir 
compte , si  les  problèmes  auxquels  ils  donnent  lieu  étaient  résolus  d’une 
manière  satisfaisante  : mais  nous  sommes  bien  éloignés  de  jouir  d’un 
pareil  avantage , cette  partie  de  la  mécanique  étant , en  même  temps , 


* Recherches  expérimentales  sur  le  principe  de  la  communication  latérale  du  mouve- 
ment dans  les  fluides,  &c.  Paris , chez  Houtl,  Ducrot  et  Barrois. 
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M — la  masse  du  corps, 
v = U vitesse, 
f — le  temps. 

68. 

De  ce  qu’on 
entend  par  choc 
et  résistance  des 
fluides. 

tenu  , de  minière  qu’au 
bout  d’un  certain  temps 
il  n'en  restera  que  la 
portion  comprise  entre 
le  fond  du  vase  et  la 
partie  inférieure  de  l’ou- 
verture par  laquelle  entre 
le  filet. 

1 89. 

Lorsqu'un  corps  en 
mouvement  choque  un 
fluide  , et  réciproque- 
ment , les  variations  de 
la  vitesse  du  corps  se  font 
par  degrés  insensibles  ; 
c’est-à-dire  que  l’effet 
du  choc  du  de  la  résis- 
tance des  fluides  sur  le 
mouvement  des  corps  , 
est  comparable  à celui 
des  forces  accélératrices 
ou  retardatrices. 

1 

! 

» 
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l’une  des  plus  importantes  pour  les  applications , et  l’une  des  moins 

avancées  pour  la  théorie. 

454-  L orsq u’u N corps  s’avance  dans  un  fluide  en  repos  , il  se 
torme  tout  autour  de  ce  corps  une  dénivellation  qui  consiste  en  ce  que 
le  fluide  s’élève  au-dessus  de  son  niveau  à la  partie  antérieure  du  corps, 
où  se  forme  ce  qu’on  appelle  le  remou.  Depuis  le  sommet  de  ce  remou , 
le  fluide  s’abaisse  graduellement  le  long  des  faces  latérales  du  corps  , 
jusqu'à  l’arrière  de  ce  corps,  où  est  son  plus  grand  abaissement,  et  où 
se  forme  une  cavité  dont  le  fond  est  au-dessous  de  la  surface  horizon- 
tale du  fluide.  On  peut , depuis  le  fond  de  cette  cavité  jusqu’au  sommet 
du  remou  , imaginer  une  ligne  courbe  tracée  sur  le  corps , dont  tous  les 
points  sont  à différentes  hauteurs , et  qui  est  l'intersection  de  la  surface 
du  corps  et  de  la  surface  dénivelée  du  fluide. 

Des  phénomènes  à-peu-près  semblables  ont  lieu  lorsque  le  fluide 
en  mouvement  choque  un  corps  en  repos  : la  théorie  rigoureuse 
tiendrait  compte , dans  ce  second  cas  , de  quelques  différences  relatives 
à la  direction  inclinée  des  molécules  d’un  fluide  en  mouvement , 
à la  différence  de  vitesse  des  molécules  en  amont  et  en  aval  du 
corps , &c. 

On  voit  donc  que,  soit  pour  la  résistance , soit  pour  le  choc  des  fluides, 
il  faut  avoir  égard  non -seulement  à la  forme  et  à l’étendue  de  la  proue 
ou  face  antérieure  du  corps , mais  encore  à celles  des  faces  latérales  et 
postérieures  ; faire  entrer  en  compte  les  différentes  hauteurs  du  fluide , 
au-dessus  et  au-dessous  de  son  niveau  , tout  autour  du  corps  ; consi- 
dérer les  abaissemens  de  chaque  élément  submergé  de  la  surface  de  ce 
corps  au-dessous  de  la  surface,  non  pas  horizontale , mais  dénivelée,  du 
fluide  , &c. , &c. 

Les  formules  dont  on  se  sert  usuellement  pour  calculer  le  choc  ou  la 
résistance  des  fluides,  sont  bien  loin  de  renfermer  tous  ces  élémens.  Si 
l’on  suppose , par  exemple , qu’un  parallélipipède  rectangle  a quatre  de 
ses  arêtes  horizontales , et  qu’il  se  meut  dans  un  fluide  parallèlement  à 
çes  quatre  arêtes , les  formules  dont  je  parle  font  sa  force  retardatrice  t 
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69. 

De  ce  qu'on 
appelle  tténivel- 
lation  et  remou 
dans  le  choc  et 
la  résistance  des 
fluides. 

1 90. 

La  dénivellation  est  un 
jhenomène  commun  au 
choc  et  à la  résistance 
des  fluides. 

1 

Ggg 
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simplement  proportionnelle  au  produit  de  la  partie  de  la  face  antérieure  ,• 
perpendiculaire  aux  quatre  arêtes  horizontales,  qui  est  au-dessous  de 
la  surface  horizontale  du  Huide , par  le  carré  de  la  vitesse.  Je  donnerai 
tout -à- l’heure  les  considérations  au  moyen  desquelles  on  peut  parvenir 
à ce  résultat  : mais  je  vais  les  faire  précéder  de  quelques  mots  sur  un 
essai  de  théorie  qui , si  elle  ne  donne  pas  la  mesure  absolue  des  effets 
observés  dont  j’ai  parlé  plus  haut , indique  du  moins  des  effets  sem- 
blables , en  ce  qu’elle  conduit  à des  formules  d’où  on  déduit  la  déni- 
vellation , le  remou  en  avant  , l’ abaissement  en  arrière  , &c.  , et  qui 
fournissent  le  moyen  d’avoir  égard  à la  forme  du  corps,  à ses  dimensions, 
aux  differens  enfoncemens  des  élémens  submergés  de  la  surface,  &c.  &c. 
Cet  essai , je  le  répète , offre  plutôt  l’image  que  la  réalité  d’une  théorie 
physiquement  applicable  ; et  malgré  cela  je  crois  faire  plaisir  à plusieurs 
de  mes  lecteurs , en  en  donnant  ici  une  idée  générale. 


455-  Un  corps  étant  en  mouvement  dans  un  fluide,  imaginons  qu’il 
est  coupc  par  quatre  plans  ; savoir , deux  plans  horizontaux  infiniment 
près  l’un  de  l’autre,  et  deux  plans  verticaux  aussi  infiniment  voisins,  et 
perpendiculaires  aux  courbes  d’intersection  de  la  surface  du  corps  et  des 
plans  horizontaux.  La  petite  surface  commune  aux  deux  zones , horizon- 
tale et  verticale , produites  par  ces  intersections , sera  une  diflcrentio- 
différentielle  de  la  surface  du  corps  ; et  ayant  les  formules  qui  donnent, 
dans  tous  les  cas  , la  pression  de  cet  élément  de  surface  , on  pourra  , 
avec  le  secours  du  calcul  intégral , calculer  la  pression  d’une  étendue 
finie  de  la  surface  du  corps.  Voici  les  considérations  au  moyen  desquelles 
on  évalue  la  pression  de  ia  différentio- différentielle  de  surface. 

u étant  un  orifice  infiniment  petit , et  h sa  distance  à la  surface  supé- 
rieure du  fluide , la  vitesse  u avec  laquelle  le  fluide  jaillirait  par  cet  ori- 
fice , est  égale  k \^  ( z g h ),  et  on  a u'  — z g h. 


Supposons  cet  orifice  fermé  par  un  plan  ou  lame  plane;  1a  portion  de 
cette  lame  qui  se  trouvera  dans  le  plan  de  l’orifice,  éprouvera  une  pression 
absolue  p,  égale  à ugh  (la  densité  du  fluide  est  prise  pour  unité).  Substi- 
tuant , dans  cette  expression  , pour  /;  sa  valeur  — - — , on  a p z=.  — . 
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29ï* 

Un  corps  étanten  mou- 
vement dans  un  fluide , 
trouver  la  résistance  qu’é- 
prouve un  élément  diffe-1 
rentio-  différentiel  de  la 
surface  de  ce  corps , dans 
le  cas  où  la  direction  duj 
mouvement  est  perpen- 
diculaire au  plan  de  l’é- 
lément de  surface. 

/>  = U pression  normale 
d’unélémernditTerentio-diffe- 
renticl  de  surface  u qui  sc 
meut  avec  une  vitesse  u. 

Ggg  2 
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normale.  • . 


Pression 
dans  une  di> 
rcction  qui 
fait  un  angle 
quelconque 
avec  le  plan 
de  l’élément 
de  surface... 
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Qu’on  imagine  à présent  que  cet  élément  se  meut  perpendiculairement 
à son  plan  (le  plan  tangent  qui  a cet  élément  commun  avec  la  surface  du 
corps)  avec  une  vitesse  U,  et  de  manière  qu’il  ne  rencontre  le  fluide  qu’à 
sa  partie  antérieure , ce  qu’on  peut  concevoir , en  supposant  qu’il  se  meut 
dans  un  petit  canal  où  le  fluide  ne  peut  entrer  que  d’un  côté  ; alors  le 
fluide  tendra  à jaillir  avec  une  vitesse  u rtz  U , suivant  que  l’élément 
de  surface  ira  à la  rencontre  ou  s’éloignera  du  fluide.  Il  faudra  donc , 

pour  ce  cas,  substituer,  dans  l’équation p — h “ , à la  vitesse  u la 

JL 

vitesse  u zt  U ou  (xgh) 1 2±z  U ; ce  qui  donnera,  pour  la  pression, 
l’équation 

p = t»  [( uy. 


456.  u est  l’élément  différentio  - différentiel  de  surface  dont  on  a 
expliqué  la  formation  au  commencement  de  l’article  précédent , égal  en 
surface  à dadk  : sin.  f ; et  si  cet  élément  se  meut  dans  une  direction 
qui  fasse  un  angle  A avec  son  plan , la  pression  qu’il  éprouvera , per- 
pendiculairement à ce  même  plan , aura  pour  valeur 


dadk 


( h ' dt 


-A 


sin.  / ' " V(xg) 

( Cette  pression  , évaluée  dans  une  direction  quelconque 
qui  fait  un  angle  P,  avec  le  plan  horizontal  passant  par  la 
base  de  l’élément  et  dont  la  projection  sur  ce  plan  horizon- 
tal, fait  un  angle  »,  avec  la  ligne  droite  perpendiculaire  à la 
même  base;  cette  pression,  dis-je,  se  calcule  par  l’une  des 
formules 


1 dad  h (coi.  »,  cos.  8, 


dhd/t  ( cos  9, 


sin.  9,  cot./;  (h  * ; 
sin.  9,  cot.  f 


-)(hk 


dadg  ( cos.  »,  cos.  9,  tang ./ -+-  sin.  %,) (h 1 ; 


k stn.A 
v sin.  K 

*Y>  g) 


’Y*  g) 


/ 

A 


j Si  l’on  nomme  1 l’angle  formé  par  la  direction 
dans  laquelle  on  considère  la  pression  et  par  le 
plan  de  l’élément  différentio  - différentiel , on 
aura,  / étant  l’angle  formé  par  cet  élément  et 
par  l’horizon, 

sin.  1 = sin./cos.  »,  cos.  9,  ■+■  cos. /sin.  9,.- 
on  a de  plus 

, dk 

^ = ~'""  > dh  = dgung.fi 

ce  qui  fait  voir  comment  la  seconde  équation 
( ci  i côté  se  déduit  de  la  première,  et  comment 
les  troisième  et  quatrième  se  déduisent  de  la 
seconde. 

Les  pressions  ci  à côté  se  mesurant  par  les 
poids  de  prismes  de  fluide  dont  les  bases  sont 
dadh,  dhdh,  dadg,  et  dont  les  hauteurs 
sont  les  quantités  qui  multiplient  ces  rectangles , 
les  signes  -1-  et  — ont  lieu  respectivement , 
suivant  que  la  surface  pressée  s’avance  sur  les 
molécules  fluides  qui  sont  en  contact  avec  elle, 

\ ou  tend  à s’éloigner  de  ces  molécules. 
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U — I*  vitesse  du  fluide , 
et  u dz  U est  la  vitesse  rela- 
tive de  l'élément  a et  du 
fluide. 

A = la  hauteur  de  la  sur- 
face supérieure  du  fluide  au- 
dessus  de  l’élément  de  sur- 
face M. 

g — U force  accélératrice 
de  la  pesanteur. 

da  = la  base  horizontale 
de  l'élément  u qui  est  sup- 
posé avoir  la  forme  d’un  pa- 
rallélogramme rectangle. 

f = l'angle  formé  par  le 
parallélogramme  a et  par  le 
plan  horizontal. 

dh  = la  projection  du  côté 
incliné  du  parallélogramme  u 
sur  un  plan  vertical  passant 
par  le  côté  horizontal  da. 

dg  = la  projection  du 
même  côté  incliné  sur  un 
plan  horizontal. 

v = la  vitesse  de  l'élé- 
ment de  surface  a dans  la 
direction  de  son  mouvement. 

a — l’angle  que  la  direc- 
tion du  mouvement  du  pa- 
rallélogramme u fait  avec  le 
plan  de  ce  parallélogramme  , 

296. 

La  direction  du  mou- 
vement du  corps  faisant 
un  angle  quelconque  avec 
le  plan  d’un  élément  de 
sa  surface  , trouver , 

1. °  La  pression  nor- 
male de  l'élément  de  sur- 
face ; 

2. °  La  pression  dans 
une  direction  qui  fait  un 
angle  quelconque  avec  le 
plan  de  l’élément  de  sur- 
face ; 
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457.  Sr  l’on  fait  passer  un  plan  vertical  par  la  direction  dans  la- 
quelle on  vient  de  considérer  la  pression  , qui  fait  un  angle  « avec 
lclément  de  la  surface  pressée , on  aura  pour  les  pressions  horizontale  et 
verticale  dans  ce  plan  ( en  faisant  respectivement  0,  o et  0,  =:  2 ^ 
dans  les  troisième  et  quatrième  équations  de  l'art,  précédent),  les  valeurs 
suivantes  : 


Pressions  dans  or  plan 
vertical  qui  fait  un  angle 
quelconque  avec  U base 
horizontale  de  l’élément 
de  surface 


horizontale.  . ,d  hd  k ( A*  ± ■ — 

. . . . * ,in ■ K 
verticale d ad  g ( h1  ± 

Sl  y(>g) 


)' 

)'■ 


Les  aires  dhdh  et  dadg  sont  respec- 
tivement celles  des  projections  de  l'élé- 
ment de  surface  sur  un  plan  vertical 
perpendiculaire  au  plan  vertical  dans 
lequel  on  considère  la  pression,  et  sur 
un  plan  horizontal. 


458.  Enfin,  la  pression  qui  a lieu  dans  la  direction  même  du 
mouvement , se  calcule  en  faisant  dans  l’une  des  trois  dernières  équations 
de  l’article  456  , s=Aou  sin./ cos.  cos.  0/ -+-  cos./ sin.  0,  — sin.  A; 
ce  qui  donne  pour  la  pression  dont  il  s’agit , 


Pression  dans  la  di- 
rection du  mouvement 
de  l'élément  de  surface. 


d ad  h sin.  A 
fin./ 


(h*. 


v sin.  A 

y(*sJ 


)'■ 


Observez  qu’on  a sin.  a = ... 
sin.  f cos.  n cos.  9 cos. /sin.  ?. 


459.  Lorsque  le  mouvement  est  horizontal  ou  vertical,  on  trouve  la 
pression  dans  la  direction  de  ce  mouvement , en  faisant  respectivement 
0 = o , et  0 — 2 *7r  dans  les  équations  de  l’art.  457. 

Les  aires  dhdh  et  dadg  sont  respec- 
tivement celles  des  projections  de  l’é- 
lément de  surface  sur  un  plan  vertical 
perpendiculaire  au  plan  vertical  dans 
lequel  se  trouve  la  direction  du  mouve- 
ment, ei  sur  un  plan  horizontal. 


Pressions  dans  la  di- 
rection du  mouvement , 
lorsque  ce  mouvement 

est 


horizontal . 
vertical.  . , 


, , ,,  r sin./  coi  a . 

. . .dhdk(h'  ± )' 


•dadg{h*z 


y(  *g) 

v COI.  / 


y<*gj 


;*• 


460.  Si  l’on  cherche  par  l’une  quelconque  des  formules  précédentes, 
à quelle  distance  die  la  surface  supérieure  des  fluides  la  pression  est 
nulle,  on  trouvera 

j v*  sin.*  a 
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direction  qui  fait  un  angle  6 
avec  le  plan  horizontal  , et 
dont  la  projection  sur  le  plan 
horizontal  passant  par  da  , 
fait  un  angle  • avec  la  ligne 
droite  perpendiculaire  à da 
dans  le  même  plan. 

s = l'angle  formé  par  le 
plan  du  parallélogramme» , et 
par  la  direction  dans  laquelle 
on  considère  la  pression  ; di- 
rection qui  fait  un  angle  ê, 
avec  le  plan  horizontal  , et 
dont  la  projection  sur  le  plan 
horizontal  passant  par  da,  fait 
un  angle  »,  avec  la  ligne 
droite  perpendiculaire  à da 
dans  le  même  plan. 

dh  — la  projection  de  da 
sur  un  plan  vertical  perpen- 
diculaire au  plan  vertical  qui 
contient  la  ligne  de  direction 
dans  laquelle  on  considère 
la  pression. 


3. "Les  pressions,  ho- 
rizontale et  verticale  , 
dans  un  plan  vertical  fai- 
sant un  angle  donné  avec 
la  base  de  l'élément  de 
surface  ; 


4..°  La  pression  dans 
la  direction  de  l'élément 
de  surface  ; 

Les  composantes, 
horizontale  et  verticale , 
de  la  pression  dans  un 
plan  vertical  passant  par 
la  direction  du  mouve- 
ment. 


297. 

Trouver  les  élévations 
et  les  ' abaissement  du 
fluide  , autour  du  corps , 
produits  par  la  dénivella- 
tion. 


Digitized  by  Google 


424  COURS  DE  MÉCANIQUE, 

formule  qui , employée  convenablement  , fait  connaître  de  combien  le 
fluide  s’élève  à l’avant  et  s’abaisse  à l’arrière  du  corps  , en  décrivant 
sur  sa  surface  la  courbe  inclinée  à l’horizon,  dont  j’ai  parlé  art.  454, 
qui  constitue  la  dénivellation. 


46..  En  appliquant  les  règles  du  calcul  intégral  aux  valeurs  des 
pressions  élémentaires  données  précédemment , on  obtiendra  les  pressions 
qui  s’exercent  sur  une  étendue  finie  de  la  surface  d'un  corps.  Je  me 
bornerai  à un  exemple  simple. 

Soit  un  plan  vertical  dont  la  partie  immergée  a la  forme  d’un  parallé- 
logramme rectangle  à base  horizontale  ; ce  parallélogramme  est  supposé 
se  mouvoir  de  manière  que  sa  base , qui  est  toujours  dans  le  même 
plan  horizontal , fait  un  angle  constant  A avec  la  direction  du  mouve- 


ment. Si  l’on  évalue  la  pression  depuis  h — 


jusqu’à  hz=.H 


( on  suppose  que  le  parallélogramme  s’élève  au  - dessus  de  la  surface  du 
fluide  à une  hauteur  plus  grande  que  * >in~  * ) , c’est-à-dire , depuis 


le  point  supérieur  où  la  pression  est  nulle  jusqu'à  la  base  du  parallélo- 
gramme , et  qu’on  détermine  la  constante  en  conséquence  , on  aura 
pour  la  valeur  de  cette  pression  totale  dans  une  direction  horizontale 
quelconque , 


1 

le  terme  riz  K 


v (*&) 


Hv'  »in.*A 


■ 4 fi 


6-4S‘ 


est  introduit  par  la  détermination  de  la  cons- 


tante relative  à la  dénivellation , et  les  signes  — H-  et  — s’appliquent 
respectivement  aux  faces  antérieure  et  postérieure  du  plan. 

Si  on  retranche  la  pression  à la  face  postérieure,  de  celle  à la  face 
antérieure , on  aura  pour  la  résultante  des  deux  pressions , 


ou 


8 KH'  V «in.  A 

ï * y (*g) 


k v*  »in.+  h 
3 •4  S1 


•j  K v sin.  A (- 


JH' 

v (-J) 


v'  »in.’  A , 
“+?  7 
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298. 

Trouver  la  pression 
qui  a lieu  sur  une  éten- 
due finie  de  la  surface 
d’un  corps  qui  se  meut 
dans  un  fluide. 

Appliquer  la  solution 
du  problème  précédent , 
à un  plan  vertical  dont 
la  partie  immergée  a la 
forme  d’un  parallélo- 
gramme rectangle  à base 
horizontale. 

H r=  la  hauteur  de  U 

surface  supérieure  horizon- 
tale du  fluide  au-dessus  de 
la  base  du  parallélogramme. 

K =z  la  projection  de  cette 
base  sur  une  ligne  horizon- 
tale perpendiculaire  à la  di- 
rection dans  laquelle  on  con- 
sidère la  pression. 

300. 

Trouver,  pour  le  pa- 
rallélogramme dont  il  est 
question  dans  le  pro- 
blème précédent,  la  ré- 
sultante de  la  pression, 
ou  la  différence  entre  les 
pressions  aux  faces  ante-, 
rieure  et  postérieure.  1 

H h h 
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462.  Il  est  inutile  de  s’étendre  davantage  sur  une  théorie  dont  on 
ne  doit  user,  dans  la  pratique  , qu’avec  la  plus  grande  circonspection. 
Je  passe  aux  considérations  qui  donnent  une  formule  trcs-connue  pour 
l’évaluation  du  choc  des  fluides , qui  est  la  base  de  la  théorie  ordinaire. 

Qu’un  corps  Q dont  l’aire  de  la  face  antérieure , supposée  plane  , est 
égale  à fl , se  meuve  dans  un  fluide  en  repos  avec  une  vitesse  v , en 
suivant  une  direction  qui  fasse  un  angle  A avec  le  plan  fl  ; la  vitesse 
de  ce  corps  dans  le  sens  perpendiculaire  à fl , sera  v sin.  À : il  dé- 
placera, pendant  l’instant  dt , un  prisme  fluide  qui  aura  pour  hauteur 
v dt . sin.  A,  pour  base  fl , et  dont  la  masse  sera  f2 vdt  sin.  A ( la  den- 
sité = 1).  Supposons  que  ce  prisme  fluide  peut  être  assimilé  à un 
corps  parfaitement  dur , de  même  masse , rencontré  et  choqué  par  le 
corps  Q,  supposé  aussi  parfaitement  dur  ; la  masse  fl  vdt  sin.  A acquerra 
la  vitesse  v sin.  A,  et  la  quantité  de  mouvement  Dv'dt  sin.1  A,  qu’elle 
fera  par  conséquent  perdre  au  corps  Q.  Supposons  encore  que  le  prisme 
fluide  choqué  s’anéantisse  après  le  choc , et  qu’un  autre  prisme  fluide  lui 
succède  pour  produire  le  même  effet,  l’expression  Dv'dl  sin.1  A , dans 
laquelle  v est  supposé  variable , sera  la  valeur  de  la  diminution 
instantanée  de  la  quantité  de  mouvement  du  corps  <2,  produite  par 
la  pression  du  fluide  ; et  la  force  retardatrice  sera 

Cl  v*  sin.’  * 2 g a Cl  sin.** 


463.  On  employait  un  raisonnement  semblable,  si  le  fluide  en 
mouvement  agissait  sur  le  corps  : dans  ce  cas , la  force  accélératrice 
serait 

Cl(  V — v)1  »in.*  * 2 g A Cl  sin.’  * 

-f OU  . 

<2  <2 

464.  L’  angle. A se  nomme  angle  d’ incidence , et  le  choc  se  nomme 
perpendiculaire  ou  oblique , suivant  que  A est  ou  n’est  pas  un  angle  droit. 

4 6 y La  force  motrice  ou  la  résistance  est  donc  égale  à iga  fl  sin.1  A 
et  2g AD.  sin.1  A,  qui,  dans  le  cas  du  choc  perpendiculaire,  deviennent 
2gaD  et  zg AD,  c'est-à-dire,  égales  au  double  du  poids  d’un  prisme 
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Q r=  la  masse  du  corps 
qui  se  meut  dans  le  fluide. 

Cl  est  l’aire  supposée  plane 
qui  forme  la  face  antérieure 
du  corps. 

v = la  vitesse  du  corps. 

a = angle  de  la  direction 
du  mouvement  et  du  plan  n. 

Densité  du  fluide  ==  1. 

I9I. 

Dans  l'hypothèse  du 
problème  301  , la  force 
retardatrice  est  en  raison 
composée  de  la  surface 
choquée,  et  du  carré  de  la 
vitesse  relative  du  corps 
et  du  fluide. 

3or. 

Trouver  l'expression 
de  la  force  retardatrice 
qui  fait  varier  la  vitesse 
d’un  corps  mu  dans  un 
fluide,  en  supposant  que 
chaque  lame  de  fluide,  dé- 
placée, s’anéantit,  après 
avoir  fait  perdre  au  corps 
une  partie  infiniment  pe- 
tite de  sa  quantité  de 
mouvement. 

g = la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur. 

a = la  hauteur  due  à la 
vitesse  v. 

K=  U vitesse  constante 
du  fluide. 

u = la  vitesse  variable  du 

corps. 

A — la  hauteur  due  i la 

vitesse  relative  V — «■ 

\ 

70. 

De  l’angle  d ‘in- 
cidence et  du  choc 
perpendiculaire 
et  oblique  des 
fluides. 

192. 

Dans  la  même  hypo- 
thèse du  problème  301  , 
la  force  motrice  où  la 

H h h 2 
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du  fluide  qui  aurait  la  surface  choquée  pour  base,  et  pour  hauteur  celle 

due  â la  vitesse  relative  du  corps  et  du  fluide. 


466.  D'ap  Ris  ce  résultat  sur  les  chocs  perpendiculaires , les  résis- 
tances seraient  en  raison  composée  de  la  surface  choquée  et  du  carré 
de  la  vitesse  relative  ; ce  qui  s’est  trouvé  passablement  d’accord  avec 
un  grand  nombre  d’expériences  faites  avec  soin,  sur-tout  lorsque  les 
vitesses  ne  sont  pas  considérables. 

4 67.  Quant  à la  valeur  absolue  de  la  force  motrice  qui  mesure 
le  choc  perpendiculaire,  donnée  art.  465  , l’expérience  a fait  voir  que 
cette  valeur,  à-peu-près  exacte  dans  des  canaux  étroits,  tels  que  les 
coursiers  qu't  conduisent  l’eau  sur  une  roue , devait  être  réduite  à moitié 
dans  un  fluide  indéfini. 

468.  Les  formules  de  l’art.  463  s’écartent  considérablement  de 
l’expérience , lorsqu’il  s’agit  des  chocs  obliques.  Je  vais  donner  pour  ce 
cas  une  formule  établie  sur  les  expériences  de  Bossut  ( Hydrodynamique, 
tome  11 , page  4.00,  édition  de  l’an  1 v ),  et  qui  en  représente  les  résultats 
assez  exactement , lorsque  les  angles  d’incidence  ne  sont  pas  plus  petits 
que  le  £ de  la  circonférence.  Supposons  que  le  corps  flottant  ait  pour 
section  constante  parallèle  à la  surface  de  l’eau  , un  parallélogramme 
rectangle  terminé  par  un  triangle  isocèle  servant  de  proue , dont  le 
côté  du  rectangle  forme  la  base , et  que  la  direction  du  mouvement  est 
perpendiculaire  à cette  base. 

Si , dans  le  cas  où  le  fluide  est  en  repos  et  où  le  corps  se  meut , 
on  représente  par  100  la  résistance  de  cette  même  base,  évaluée  par  le 
théorème  192,  on  aura,  pour  calculer  la  résistance  de  la  proue  trian- 
gulaire dans  les  cas  où  un  des  côtés  égaux  du  triangle  isocèle  ne  fera 
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résistance , pour  les  chocs 
perpendiculaires, est  égale 
au  double  du  poids  d’un 
prisme  du  fluide  qui  au- 
rait la  surface  choquée 
pour  base , et  pour  hau- 
teur celle  due  à la  vitesse 
relative  du  corps  et  du 
fluide. 

y 

193. 

La  proposition  énon- 
cée au  théorème  191  est , 
pour  les  chocs  perpendi- 
culaires , a peu  de  chose 
près  , d’accord  avec  les 
résultats  de  l'expérience , 
sur  tout  lorsque  la  vitesse 
est  peu  considérable. 

x = l'angle  formé  par  un 
des  côtés  égaux  du  triangle 
isocèle  de  la  proue  et  par  la 
base  de  ce  triangle. 

q = de  la  circonférence 
= 0.10+72,  lorsque  * est! 
évaluée  en  parties  de  la  cir- 
conférence qui  a l'unité  pour 
rayon. 

,94- 

La  valeur  absolue  du 
choc  ou  de  la  résistance 
donnée,  théorème  192, 
doit,  pour  les  chocs  per- 
pendiculaires , être  ré- 
duite à moitié  dans  le 
cas  des  fluides  indéfinis  , 
et  donne  un  résultat  à- 
peu-près  exact  lorsqu’il 
s’agit  des  fluides  qui  cou- 
lent dans  des  canaux  i- 
troits. 

3Oi. 

Trouver  une  formule, 
établie  d'après  l’eapé- 
rience , qui  donne  la  ré- 
sistance qu'oppose  un 
fluide  en  repos,  à un  corps 
flottant  prismatique  qui  a 
pour  section  horizontale 
constante  , un  parailc-! 
logramme  rectangle  ter-| 
miné  par  un  triangle  iso-| 
cèle,  servant  de  proue, 
dont  le  côté  du  parallé- 
logramme forme  la  base; 
en  supposant  que  la  di- 
rection du  mouvement 
est  perpendiculaire  à cette 
base , et  que  les  deux  côtés  ■ 
égaux  du  triangle  isocèle  j 
ne  font  pas  entre  eux  un 
angle  plus  petit  que  le  j! 
de  la  circonférence. 
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pas  avec  la  base  un  angle  plus  grand  que  yj  de  la  circonférence , 


î oo  cos.*  x -+-  0.03  r 3 ( — ). 


>.*> 


Cette  formule  s’écarte  de  plus  en  plus  des  résultats  observés  à mesure 
que  l’angle  x augmente  ; et  le  meilleur  parti  à prendre  pour  évaluer  la 
résistance  des  proues  très-aiguës,  est  de  se  servir  immédiatement  des 
nombres  donnés  par  l’expérience. 


46p.  Je  passe  maintenant  aux  fluides  élastiques,  et  je  vais  d'abord 
donner  quelques  formules  pour  la  détermination  de  leur  mouvement , 
lorsqu’ils  s’écoulent  par  de  petits  orifices.  11  s’agit  ici  principalement 
des  fluides  qui  conservent  l’état  aériforme  sous  toutes  les  températures 
(ou  du  moins  à des  températures  très -inférieures  à celle  de  la  glace). 
Les  liquides  vaporisés  à qui  le  moindre  refroidissement  fait  perdre  l’état 
aériforme,  exigent  des  considérations  particulières.  Voyei  les  art.  24p. 
250,  2 56,  257,  et  mon  Mémoire  sur  la  dilatabilité  des  fluides  élas- 
tiques , cité  art.  24p. 

Soient  deux  vases  dont  les  capacités  respectives  sont  A et  B , commu- 
niquant entre  eux  par  un  petit  orifice  »,  et  n’ayant  d’ailleurs  aucune  autre 
issue.  Supposons  qu’un  même  fluide  élastique , renfermé  dans  ces  deux 
vases , soit , dans  l’un  et  dans  l’autre , à des  densités  differentes  : si  l’orifice 
u est  bouché , le  fluide  sera  en  équilibre  dans  chaque  vase  ; mais  au 
moment  où  cet  orifice  s’ouvrira,  il  y aura  mouvement  et  le  fluide  passera 
du  vase  où  la  densité  est  plus  grande,  dans  celui  où  la  densité  est  moindre. 

Les  choses  données  par  l’état  de  la  question , sont , 

i.°  La  masse  totale  du  fluide  renfermé  dans  les  deux  vases,  et  l’élasti- 
cité ou  force  expansive  de  ce  fluide  correspondante  à une  densité  connue; 

2.0  Les  densités  et  les  élasticités  ou  forces  expansives  initiales,  dans 
chaque  vase. 

Le  tout  sous  une  température  constante. 

Les  choses  cherchées  sont , 

1 .°  La  vitesse  initiale , 

2.0  Une  équation  entre  les  densités  variables , 

3.0  Les  rapports  entre  la  vitesse  à l’orifice  et  ces  densités, 
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3°î- 

Un  fluide  élastique  en- 
fermé dans  deux  vases  A 1 
ei  B , qui  communiquent 
entre  eux  par  un  petit  ori- 
fice , et  n’ont  d’ailleurs 
aucune  autre  issue , est 
à la  même  température 
dans  chaque  vase,  mais 
n’y  a pas  la  même  den- 
sité. Le  petit  orifice  étant 
ouvertà  l’instant  où  l'on 
compte r.éro  de  temps  , et 
les  densités  dans  chaque 
vase  étant  connues  à cet 
instant,  on  demande,  en 
supposant  toujours  la 
température  constante , 
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4.0  Les  rapports  entre  le  temps  et  ces  densités , . 

5 .°  Les  rapports  entre  le  temps  et  la  vitesse  à l’orifice. 

470.  La  vitesse  initiale  a pour  valeur , en  supposant  que  le  vase  A 
se  vide  dans  le  vase  B , 

V=V(^-.*tF)S 

et  dans  le  cas  contraire , 

v= 

471.  L’un  quelconque  des  deux  vases  A et  B étant  supposé  plein 
de  fluide  élastique , et  l’autre  entièrement  vide  , les  deux  valeurs  de  V, 
données  dans  l’article  précédent,  deviennent 

v = Y(^f). 

Les  densités  Q et  R , dans  les  vases , n’entrent  plus  dans  cette  équation  : 
ainsi  la  vitesse  initiale  d’un  fluide  élastique  qui,  sortant  d’un  vase  où  il 
n’a  d’issue  que  par  un  petit  orifice , s'échappe  dans  un  espace  vide , est 
( pour  un  même  fluide  et  une  même  température  ) indépendante  de  la 
densité  dans  le  vase , et  se  trouve  donnée  par  le  rapport  entre  une  den- 
sité quelconque  de  ce  fluide  et  la  force  expansive  correspondante.  Cette 
propriété  se  déduit  naturellement  de  ce  que  la  densité  augmentant  dans 
le  même  rapport  que  l’élasticité , la  masse  de  la  tranche  qui  s’échappe 
est  proportionnelle  à la  force  motrice  ; ce  qui  rend  la  force  accélératrice 
ou  la  vitesse  constante. 

472.  L’espace  vide  dans  lequel  le  fluide  s’échappe  étant  supposé 
infini , la  vitesse  initiale  demeurera  constante  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement. 

473.  Le  vase  A étant  rempli  d’air  atmosphérique,  d’une  densité 
égale  à celle  qu’a  ce  fluide  au  niveau  de  la  mer,  et  le  vase  B étant 
supposé  vide , on  aura  , en  prenant  la  densité  de  l’eau  pour  terme  de 
comparaison  , D = ^ r on  a de  plus  F = 1 0,39  mètres  et  g = p,8  1 
mètres  ; ce  qui  donne  V — Y( 2 x 9,8  1 x 10,39  x 850^  = 41 6, 33 
mètres  par  seconde  , vitesse  initiale  de  l’écoulement. 
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A cl  B,  qui  désignent  lej 
vases  , sont  aussi  les  valeurs 
de  leurs  capacités  respectives. 

F est  une  valeur  donnée 
de  l’élasticité  ou  force  ex- 
pansive du  fluide  élastique 
contenu  dans  les  vases , cor- 
respondante à une  densité, 
pareillement  connue , D. 

Q et  R sont  les  valeurs 
initiales  respectives  des  den- 
sités dans  les  vases  A et  B. 

V — 1*  vitesse  initiale  ou 
correspondante  aux  densités 
Q et  R. 

g = la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur  terrestre. 

< 

1 9 J* 

Dans  le  cas  du  pro- 
blême  303  , si  l'un  des 
vases  est  vide , au  com- 
mencement du  mouve- 
ment la  vitesse  initiale 
( pour  un  même  fluide 
élastique  et  une  même 
température  ) sera  indé- 
pendante de  la  densité  , et 
parconscquentdu  ressort, 
dans  le  vase  plein  , et  se 
trouvera  donnée  par  le 
rapport  entre  une  densité 
quelconque  de  ce  fluide 
et  le  ressort  ou  force  ex- 
pansive correspondante  ; 
d’où  il  suit  que  si  le  vase 
vide  a une  capacité  infi- 
nie, U vitesse  initiale  de- 
meurera consume  pen- 
dant toute  la  durée  du 
mouvement. 

1 96» 

Dans  l’hypothèse  du 
théorème  précédent , si 
le  vase  plein  contient  de 
l’air  atmosphérique  dont 
la  densité  initiale  soit 
celle  qui  a lieu  au  niveau 
de  la  mer,  la  vitesse  ini- 
tiale sera  de  416,33 
mètres  par  seconde. 

■ La  vitesse  initiale , 
soit  qu’il  y ait  du  fluide 
dans  les  deux  vases , soit 
qu’il  n’y  en  ait  que  dans 
'un , et  que  l’autre  ( dont 
a capacité  peut  être  finie 
ou  infinie  ) soit  vide  , en 
appliquant  ce  dernier  cas 
à l’air  atmosphérique  ; 

T*  1 

1 1 


Digitized  by  Google 


434  COURS  DE  MÉCANIQUE, 

474,  La  relation  entre  ies  densités  du  fluide  dans  i’un  et  l’autre 
vase  est  donnée  par  l’équation 

AQ  ■+■  B (R  — r) 


AQ-+-  BR  = Aq  -+-  Br  : d’oîn 


\1  = 


BR 


A 

A(Q  - g) 


B 


qui  est  donnée  par  la  condition  que  la  somme  des  masses  fluides  conte- 
nues dans  les  deux  vases  est  constante. 

475.  Le  rapport  entre  la  vitesse  à l’orifice  et  ies  densités  dans 
chaque  vase , se  déduit  de  l’équation 

u — ), 

Y ‘ i(Q  - R) 

qui , combinée  avec  les  valeurs  de  q et  r ( article  précédent ) donne  les 
deux  valeurs 


QlJfQ  - *■; 


“ ~ (Q  - K)[AQ 

u — VV ( R)  ~ A(Q  — q}] 


B (R  - r)] 

B (R  - r)  ] /' 


)> 


(Q  - r;  b,, 

au  moyen  desquelles  la  vitesse  u est  donnée  par  une  seule  des  densités  q 


et  r. 

476.  Le  vase  A étant  supposé  plein  d’air  atmosphérique , et  se 
vidant  dans  l’atmosphère  dont  D et  /'  expriment  la  densité  et  le  ressort 
au  niveau  de  la  mer  , on  a R zzzD  = ( la  densité  de  l’eau  est  prise 

pour  unité),  F = 10,39;  Æ = oo,  et,  art.  470,  V—  / (~dq  *8^)' 


ce  qui  change  la  troisième  équation  de  l’article  précédent , en 


= V (*gF. 


— D 


) — 416,33  x V ( 


8j°.  y 


-)■ 


Le  mètre  est  l’unité  linéaire. 


Digitized  by  Google 


3*  partie,  2.e  SECTION.  HYDRODYNAMIQUE.  435 


NOTATION. 


DÉFINITIONS. 


THÉORtM 


g et  r sont  les  valeurs 
respectives  des  densités  dans 
les  vases  A ci  II  qui  ont  lieu 
au  même  insiant. 


ES.  PROBLÈMES. 


2.°  La  relation  entre] 
les  densités  du  fluide  qui 
ont  lieu  en  même  temps 
dans  l’un  et  l’autre  vase; 


u = la  vitesse  à l’orifice 
qui  a lieu  en  même  temps 
que  les  densités  correspon- 
dantes q et  r. 


197. 


3.”  Le  rapport  entre  la! 
vitesse  à l’orifice  et  les 
densités  correspondantes! 
dans  chaque  vase,  en  ap- 
pliquant le  résultat  de1 
cette  recherche  au  cas  où 
le  vase  dans  lequel  l'é- 
coulement se  fait , a une 
capacité  ou  infinie  ou  , 
finie  ; 


Lorsqu’un  vase  plein 
d’air  atmosphérique  con- 
densé te  vide  dans  l'at- 
mosphère par  un  petit  ori- 
fice, la  vitesse  de  l’écou- 
lement , à un  instant  don. 
né  du  mouvement,  esta 
la  vitesse  qui  aurait  lieu 
si  l'écoulement  se  faisait 
dans  le  vide  , comme 

( Sjo.y—  \)  1 Y8jo.fl*» 

q étant  la  densité  de  l’air 
dans  le  vase  à l’instant 
dont  il  s’agit  , et  la  den- 
sité de  l’eau  étant  prise 
pour  unité. 

Iii  x 
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477-  Sl  r on  suppose  au  contraire  que  c’est  l’atmosphère  qui  afflue 
dans  le  vase  B , plein  d’air  atmosphérique  raréfié  , on  a Q = D = 

F — io,3  9 et  A 


jry  ^ 

oo  ; ce  qui  donne  V V ( —, — J et 


478.  Le  vase  B étant  supposé  avoir  une  capacité  infinie  et  vide, 
les  deux  équations  de  l’art.  475  donnent  u = V ; ce  qui  est  le  résultat 
donné  art.  471. 

47p.  La  relation  entre  les  densités  dans  l’un  et  l’autre  vase,  et  le 
temps , se  déduit  de  l'une  ou  l’autre  des  équations 

AB  àrV[f(Q  — R)  — rm)} 

«/  (2g  H)  ’ (f- Br)/  (Qf-kr) 

— AV  (m)  dq 


dt  = 
dt  = 


UV  (2g  HA) 


- 


Qf 


<l) 


L’intégrale  de  la  seconde , complétée  par  la  condition  qu’on  a en  même 
temps  t = o et  q = Q,  est 

f f ' 

^ .log.)"1'-- 


<?[  « — rr  ] 


»V(2gHA) 


„ Qf  . v , . Qf  a , 

7 - — •'éî  - ; 


et  donne  le  temps  en  valeur  de  q,  Lorsque  r sera  donné  seul , on  en 

• « f • • ri»/  • >4  Ç 4 B ( /?  — 

dcuuira  ÿ,  au  moyen  de  1 équation  q , art.  474. 

480.  Le  vase  A étant  plein  d’air  atmosphérique  condensé,  et  l’é- 
coulement se  faisant  dans  l’atmosphère , on  aura 

B — 00,  r=  R =D  = îtô,  /=  BD , k = BQ, 

w = B (Q  — DJ  et  la  valeur  de  t deviendra 

, _ *f(Q  - D)  iD  V(Q'  - DQ)  j 

— uV  (igH  Q)  -‘S-j  q -1D+V(<,'  - Dq)  J’ 

481.  En  supposant  toujours  le  vase  A plein  d’air  atmosphérique 
à la  densité  Q_;  si  l’écoulement  se  fait  dans  un  espace  infini  et  vide , 
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/ = AQ- 4-  BR 

I98. 

Si  c’est,  an  contraire, 
l’air  atmosphérique  qui 
afflue  dans  un  vase  rempli 
d’air  raréfié , il  y entre , à 
uninstantdonné,avecune 
vitesse  qui  est  à celle  avec 
laquelle  il  entrerait  dans 
un  espace  vide , comme 
( 1 — 8jo  . r)  : t , 

4.*  La  relation  entre 

h — (A  B)  Q 

r étant  la  densité  dans 

les  densités  dans  l'un 

m = (Q  — 

le  vase  a 1 instant  dont 

et  l’autre  vase  , et  le 

K = ✓ (igH)i 

il  s agit. 

En  général , quel  que 

temps  , en  appliquant  le 
résultat , 1 au  cas  où 

d’où 

soit  le  fluide  élastique , 

l’un  des  vases  étant  plein 

//=ü. 

*g 

le  rapport  énoncé  au 

d’air  atmosphérique,  l’é* 

théorème  précédent  sera 

couiement  se  fait  soit 

t — le  temps  au  bout  du- 

(0  — D) 7 : g * , et  celui 

dans  l’atmosphère  , soit 

quel  la  vitesse  u et  les  den- 

énoncé  dans  le  présent 

dans  un  espace  vide  in- 

site*  g et  r ont  lieu. 

J.  i 

fini  ; 2.°  au  cas  où  l’at- 

théorème  (D  - t)  * : D‘ 
( Voyti  art.  470,  la 
signification  de  D) . 

mosphère  afflue  dans  un; 
vase  plein  d'air  raréfié  , 
cas  qui  comprend  celui 
où  le  vase  serait  vide  au 
commencement  du  mou- 
vement; 
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on  a B — 00  et  r R o ; ce  qui  change  l'équation  de  l’art.  475)  en 
t = , 10g. 


«/ (zgH) 


Q_ 

1 


482.  Enfin  , si  l’on  suppose  que  l’atmosphère  afflue  dans  le  vase  B 
rempli  d’air  atmosphérique  raréfié , on  aura 
28/  (D  — R) 


»DV  (zgH) 


[(D  _ RJ*  - (D  - r)*]. 


483.  La  constante  arbitraire  a été  déterminée  par  la  condition  que 
lorsque  r = o , r = R : si  le  vase  est  vide  au  commencement  du 
mouvement , on  aura  B = o , et  la  valeur  de  t sera 


a B*  (D) 

1 (igHj 


484.  Po  U R avoir  la  relation  entre  la  vitesse  u et  le  temps  t , on 
peut,  dans  la  troisième  équation  de  l’article  475  qui  donne  la  valeur 
de  a en  q , substituer  la  valeur  de  q en  I , déduite  de  l’équation  de 
l’article  475  , valeur  qui  ne  peut  être  obtenue  que  sous  une  forme 
transcendante. 


485.  L’e  mploi  des  fluides  élastiques,  comme  moteurs,  est  très- 
fréquent  dans  la  mécanique  pratique.  Je  vais  en  conséquence  placer  ici 
quelques  formules  sur  le  mouvement  d’un  corps  soumis  à l’action  d’un 
fluide  élastique , qui  pourront  avoir  des  applications  utiles.  Ces  formules 
peuvent  se  déduire , comme  conséquences , de  la  solution  du  problème 
suivant. 

Un  fluide  élastique  est  enfermé  dans  un  vase  cylindrique , dont  on 
supposera  d’abord  l’axe  vertical,  et  dans  lequel  est  un  piston  qui  peut 
monter  et  descendre  ; un  fluide  élastique  renfermé  dans  ce  vase  n’en 
peut  sortir  par  aucune  issue , et  son  élasticité  ou  force  expansive  n’est 
pas  la  même  au-dessus  et  au-dessous  du  piston. 

Au  commencement  du  mouvement , lorsqu’on  compte  zéro  temps , la 
vitesse  est  naissante,  et  la  force  expansive  au-dessous  du  piston  est  sup- 
posée assez  prépondérante  pour  surmonter  le  ressort  du  fluide  supérieur  , 
le  poids  du  piston  et  la  résistance  de  l’équipage  que  ce  piston  doit  faire 
mouvoir  ; résistance  qu’on  peut  assimiler  au  poids  M d’une  masse  qui 
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PROBLÈMES. 

j ."  Enfin  , U relation 
entre  la  vltesie  et  le 
temps. 

304. 

Un  fluide  élastique  est 
enfermé  dans  un  vase  cy- 
lindrique dont  l’axe  est 
vertical,  et  dans  lequclj 
est  un  piston  qui  peut 
monter  et  descendre;  ce 
fluide  ne  peut  sortir  du 
vase  par  aucune  issue, 
et  son  élasticité  ou  force|| 
expansive  n’est  pas  laj 
même  au-dessus  et  au-[| 
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s'ajouterait  à celle  du  piston.  Cependant , pour  plus  de  généralité , nous 
supposerons  que  M peut  ou  s’opposer  à l’efTort  du  fluide , ou  conspirer 
avec  lui;  et  pour  cela  nous  écrirons,  dans  l’expression  de  la  force  mo- 
trice, dti  M au  lieu  de  Al.  Nous  supposerons  de  plus  que  le  piston 
exerce , contre  la  paroi  intérieure  du  vase , un  frottement  constant. 

II  s’agit  de  déterminer  les  circonstances  du  mouvement,  ou  d’avoir, 
i .°  La  relation  entre  la  vitesse  du  piston  et  l’espace  parcouru  ; 

2.0  La  relation  entre  le  temps  et  l’espace  parcouru; 

3 .°  La  relation  entre  le  temps  et  la  vitesse. 

Et  une  de  ces  trois  choses  est  toujours  donnée , lorsque  les  deux  autres 
sont  connues. 


486.  Lorsqu’à  partir  de  la  position  initiale  ( celle  où  on  a t = o 
et  u — o ) le  corps  se  sera  élevé  à la  hauteur  x , la  force  motrice  aura 
pour  valeur 


n — 


n. 


Pi 


et  l’équation  différentielle  du  mouvement  sera 

J-  u du  — ( — ? — n — n. 

tr  * /t  i 4 - ¥ y»  «r  * 


pjdx, 


qui , intégrée  et  complétée  par  la  condition  qu’on  a en  même  temps  t = o 
et  x =.  o , donne 

«=  ± Y\^j- [-ri  i°g. ( **/ n, J-t-f, ,] 

487.  Si  le  vase  cylindrique  renferme  de  l’air  atmosphérique,  la  pres- 
sion F et  la  densité  D pourront  être  celles  qui  ont  lieu  au  niveau  de  la 
mer;  ce  qui  (en  prenant  la  densité  de  l’eau  pour  unité)  donne  F = 10,35) 
n=85ox  io,35).Q.  Supposant  de  plus  que  <7,=  00  , ce  qui 
répond  au  cas  où  le  cylindre  serait  ouvert  par  le  haut  et  le  piston  chargé 

du  poids  de  l’atmosphère,  on  aura  a,  log.  ( • ) — — X;  (*), 


( * ) On  peut  démontrer  ce  résultat  par  la  série  connue  , 

|og-  (— — —J  =“■  lo8-  ( » — -—)  — — a.  (— — +-  —r-  •+■  — r + & e.; 

a,  *,  a,  S II,  } a/ 

= — ( x -* - t-  Sic.)  1 expression  qui  devient  = — x,  lorsque  o,  = oc- 
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F est  une  force  expansive 
donnée , correspondante  à 
une  densité  D pareillement 
donnée,  du  fluide  élastique 
renfermé  dans  le  vase. 

Q et  F sont  respective- 
ment les  densités  au-dessous 
et  au-dessus  du  piston,  rap- 
portées à la  même  tempéra- 
ture que  F et  D. 

P — le  poids  du  piston 
rt  M = le  poids  de  la  masse 
qui,  ou  est  élevée  par  le 
piston , ou  aide  à son  élé- 
vation , en  se  mouvant  tou- 
jours avec  la  même  vitesse 
que  lui. 

/■=.  un  poids  constantéqui- 
valant  au  frottement  du  pis- 
ton contre  la  paroi  intérieure 
du  cylindre. 

a et  a,  sont  respective- 
ment les  distances  des  bases 
inférieure  et  snpérieure  du 
piston  , aux  bases  inférieure 
et  supérieure  du  cylindre  ; 
distances  comptées  de  la  po- 
sition initiale  , celle  où  on 
compte  zéro  temps  et  zéro 
vitesse. 

x = l’espace  parcouru  par 
le  piston  au  bout  du  temps  r. 

u = la  vitesse  du  piston 
au  bout  du  temps  t. 

g — la  force  accélératrice 
de  la  pesanteur  terrestre. 


dessous  du  piston  : le 
mouvement  de  ce  piston 
correspond  à celui  d'un 
poids  Al  ; l'un  et  l’autre 
ont  la  meme  vitesse  , et 
Af  peut  être  additif  au 
poids  du  piston  ou  sous- 
tractif de  ce  poids  ; de 
plus  , le  piston  exerce 
contre  la  paroi  intérieure 
du  vase  un  frottement 
constant. 

Il  s’agit  de  déterminer 
les  circonstances  du  mou- 
vement ,ct  de  trouver, 

1 .°  L’expression  de  la 
force  motrice; 


a.*  La  relation  entre 
ia  vitesse  et  l’espace  par- 
couru au  bout  d’un 
temps  quelconque. 

30J. 

Appliquer  la  solution 
précédente , 

1 Au  cas  oÿ  le  piston 
est  poussé  par  l’air  atmos- 
phérique condensé,  et  où 
le  cylindre  est  ouvert  à 
sa  partie  supérieure , le 
piston  étant , ou  non  , 
employé  à surmonter  une 
résistance  Mi 


Kkk 
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R = D,  n,  — F,  et  la  valeur  de  u deviendra 

« = ± V\~~[aU\og.(  “*■*-)  -4-  (p,  — F)  *]\’ 

488.  En  conservant  l’hypothèse  du  cylindre  ouvert  par  le  haut, 
si  le  fluide  élastique  n’a  que  le  piston  à faire  mouvoir , c’est-à-dire , 
si  Ai  = o , on  aura  pour  la  valeur  de  u , 

u==*=t/  l— oniog. 

489.  Le  haut  du  cylindre  étant  supposé  vide,  on  a R = o ; d’où 
n(  — o,  et  l’équation  de  l’article  447  devient 

u=z±z  V\-^-[aU  log.  (*  ^ * ) ■+■  A*]  !• 

4p O-  Nous  avons  supposé  dans  les  articles  précédens , que  le 
cylindre  était  vertical  ; mais  les  formules  données  dans  ces  articles  , 
s’appliquent  aisément  au  cas  où  ce  cylindre  serait  horizontal  : il  suffit 
d’omettre  Ai  et  P dans  l’expression  de  la  force  motrice,  et  de  faire 
p'  = — f,  la  vitesse  sera 

« = =*=  v \-f-  [ an  log.  n#  log.  (^L)  — fx ] j ; 

et  si , en  conservant  toujours  la  même  hypothèse , le  cylindre  est  ouvert 
du  côté  de  a/t  ou  si  l’on  a a,  00  , ce  cas  donne  R = D , II,  z=.F. 

et  a ( log.  ( — ■ - ) = — x ; d’où 

. = ± vq-îf-  [oniog .(^-)  - (f  -*-/;*]  |. 

Ces  formules  et  celles  des  articles  précédens  peuvent  s’appliquer  à la 
théorie  des  bouches  à feu. 


491.  Pour  trouver  la  relation  entre  l’espace  parcouru  et  le  temps, 
mettez  dans  la  formule  du  cas  général , art.  486,  au  lieu  de  u sa  valeur 

d x 

—z — ; et  vous  aurez 

a t 


f v l ~ 1 « n log-  (• 


■)  ■+-*,  n,  log.  ( — ) J 
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QF 

D 

RF  _ 

P M =.  p 

± M — P — f — p,. 

2.*  Au  cas  où  la  par- 
tie supérieure  du  cylindre 
est  un  espace  vide; 

).*  Au  cas  où  l’axe  du 
cylindre  est  horizontal  et 
fermé  à ses  deux  extré- 
mités ; 

4..*  Aa  même  cas  , en 
supposant  que  le  cylindre 
est  ouvert  à une  de  ses 
extrémités. 

306. 

Trouver,  dans  l’hypo- 
thése  du  problème  304 
t .•  La  relation  entre 
l’espace  parcouru  et  U 
temps  ; 

Kkk  2 
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492.  Quant  à la  relation  entre  le  temps  et  la  vitesse,  elle  est 
donnée  lorsqu’on  a deux  équations  , l’une  entre  « et  r,  l’autre  entre  t 
et  x : ainsi,  l’équation  précédente  étant  supposée  intégrée,  on  aura  la  rela- 
tion entre  u et  / en  éliminant  x entre  cette  équation  et  celle  de  l’art.  48  6. 


49  3 


. La  force  motrice 


n 


fl,  -4-  />,  étant 


égalée  à zéro , on  aura 

- x*  -+-  A x — B — o , 

d’où 

x = — i A ± Y (\  Ax  -t-  B). 


Les  deux  valeurs  de  x donnent  les  positions  où  le  piston  ne  se  meut 
qu’en  vertu  de  sa  vitesse  acquise.  Si  l’on  fait  abstraction  de  la  masse  M 
et  du  frottement  f,  ce  seront  les  positions  où  le  cylindre  étant  supposé 
horizontal , le  piston  sera  également  pressé  par  chacune  des  deux  masses 
fluides  de  différentes  densités , qui  agissent  sur  lui  dans  des  directions 
opposées  ; et  si  le  cylindre  est  vertical  , l’équilibre  aura  lieu  entre 
l’effort  de  la  masse  fluide  qui  s'oppose  au  mouvement , et  celui  de  la 
masse  fluide  qui  favorise  le  mouvement , plus  ou  moins  le  poids  du 
piston , selon  qu’il  descendra  ou  montera. 


494.  Dans  cette  même  hypothèse  où  le  piston  est  la  seule  masse  à 
mouvoir  et  où  l’on  fait  abstraction  du  frottement , le  piston , à partir 
du  point  donné  par  l’équation  précédente,  doit  s’avancer  jusqu’à  ce  que 
sa  vitesse  acquise  à ce  point  soit  éteinte,  c’est-à-dire,  jusqu’à  un  point 
donné  par  une  valeur  de  x,  qu’on  peut  supposer  = b,  et  qu’on  déduirait 
de  l’équation 


(A)...  aU  log.  ( -L±^L)  4-  «,IT,!og.  (~~)  — Px  = o, 
point  où  sa  vitesse  est  nulle , et  où  sa  force  motrice  se  trouverait  en 
mettant  b au  lieu  de  x dans  l’expression-^—^ — n — — Ll/ P. 

Il  doit  ensuite  rebrousser  chemin  , et  accélérer  sa  vitesse  jusqu’au  point  dé- 
terminé par  la  racine  positive  de  l'équation  x = — \A  ± Y(^AX  B) ; 

celte  vitesse  est  ensuite  retardée  jusqu’à  ce  quelle  s’évanouisse  à un  point 
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THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

2."  Celleentre  ic temps 
et  la  vitesse. 

A aü-f-AÜ,  -4-/5*  — Mjpt 

r, 

B_  oa,(n  — n , — r,) 
r. 

* ' 

307. 

En  conservant  l’hypo- 
thèse du  problème  304 , 
déterminer , 

1.*  Les  points  où  la 
force  motrice  est  nulle; 

199. 

Si  , dans  l’hypothèse 
dn  problème  304,  on 
fait  abstraction  du  frot- 

2.°  Les  points  où  la 
vitesse  est  nulle,  et  où: 
le  piston  recommence  sa 
course  en  sens  contraire. 

: 

tcment , le  mouvement 
du  piston  sera  alternatif; 
c*est  - à - dire  qu’après 
avoir  parcouru  un  certain 
espace  dans  un  sens , il  re- 
commencera une  course 
en  sens  contraire , et  ainsi 
de  suite. 

**  Cm-  . 
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donne  par  une  autre  racine  b'  de  l’équation  (A).  Alors  le  corps  parcourt 
de  nouveau  l’espace  b'  — f-  b , et  ainsi  de  suite , ayant  toujours  aux 
mêmes  points  des  vitesses  égales  en  quantités , et  différant  seulement  en 
directions  dans  deux  courses  consécutives. 

Des  oscillations  pareilles  auraient  aussi  lieu  dans  le  cas  où  le  poids  P 
ferait  monter  et  descendre  un  autre  poids  et  où  l’on  ferait  abstraction  du 
frottement.  Si  le  frottement  a lieu  , comme  c’est  un  obstacle  dont  l'effet 
est  le  même , quelle  que  soit  la  direction  du  mouvement,  et  qui  diminue 
sans  cesse  la  force  motrice  sans  emmagasiner,  si  je  puis  m’exprimer  ainsi , 
ce  qu’il  lui  enlève  pour  le  restituer  ensuite  ; dans  ce  cas , les  oscillations 
doivent  être  de  plus  en  plus  petites , jusqu’à  ce  quelles  cessent  entièrement. 

4 yy  L’équation 

x = — j A z±z  V(\  A 1 -H  B), 
trouvée  art.  493  , et  qui  donne  les  deux  points  où  la  force  motrice  est  nulle 
(c’est-à-dire  où  le  fluide  élastique  a acquis  des  forces  expansives  égales  de 
chaque  côté  du  piston)  , indique  par  conséquent  qu’à  ces  mêmes  points  la 
différentielle  de  la  vitesse  est  zéro;  ce  qui  d’ailleurs  est  évident,  puisqu’ils 
séparent  les  espaces  où  la  vitesse  va  en  croissant , de  ceux  où  elle  va 
en  diminuant.  Chacun  de  ces  points  correspond  donc  à un  maximum 
de  vitesse  ; désignons-les  par  «.et  /3  , et  faisons  abstraction  du  frotte- 
ment. Le  point  «.  répondra  au  maximum  de  vitesse  lorsque  le  mouve- 
ment aura  lieu  de  (Z  en  a.  ; et  le  point  /3  répondra  au  maximum  de 
vitesse , lorsque  le  mouvement  aura  lieu  de  «.  en  fi  ; ce  qui  arrivera 
après  que  le  corps  , parvenu  à la  limite  de  sa  course  de  /3  en  «, , où  sa 
vitesse  est  nulle , aura  rebroussé  chemin.  La  valeur  de  la  plus  grande 
vitesse  se  trouve,  en  substituant  celle  de  x ci-dessus,  dans  l’équation 
de  l’article  48  6. 

Si  le  cylindre  était  ouvert  d’un  côté , et  que  le  piston  fût  un  projectile 
destiné  à être  lancé  dans  l’air  , la  valeur  de  x , donnée  précédemment , 
serait  la  longueur  à donner  au  cylindre  à partir  du  point  de  départ , pour 
que  la  vitesse  à la  sortie  de  ce  cylindre  fût  la  plus  grande  possible.  Sous 
ce  point,  la  théorie  que  je  viens  d’exposer  peut  être  de  quelque  utilité 
pour  fixer  les  dimensions  des  bouches  à feu  : je  ne  conseille  cependant 
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2CO. 

En  conservant  l'hypo- 
thèse du  problème  304., 
il  y a dans  chaque  course 
un  point  où  la  vitesse  est 
un  maximum , qui  est  ce- 
lui où  les  efforts  que  le 
fluide  élastique  exerce  sur 
chaque  base  du  piston  , 
sont  égaux. 

308. 

Trouver  dans  l’hypo- 
thèse du  problème  304, 
le  point  de  chique  course 
du  piston  où  Ii  vitesse  est 
un  maximum  , et  U va- 
leur de  cette  plus  grande 
vitesse. 
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pas  de  l'employer  sans  modifications , parce  qu’il  y a plusieurs  circons- 
tances physiques  à combiner  avec  les  principes  sur  lesquels  cette  théorie 
est  fondée  , qui  ne  sont  pas  de  nature  à être  placées  ici. 


4 cp 6-  Après  avoir  examiné  les  circonstances  du  mouvement  d’un 
corps  qui  éprouve  l’action  d'un  fluide  élastique  renferiné  dans  un  espace 
limité , où  une  même  masse  de  ce  fluide  occupe  différens  volumes  , 
considérons  le  cas  où  un  corps  pesant  se  meut  dans  un  fluide  élastique 
d’une  étendue  indéfinie. 

Ce  problème  , qui  embrasse  la  théorie  des  projectiles  dans  les  milieux 
résistans  , a été  traité  par  Newton  , et  après  lui  , par  plusieurs  autres 
géomètres  célèbres.  Lagrange  en  a donné  les  équations  fondamentales 
clans  sa  théorie  des  fonctions  analytiques  , où  il  a en  même  temps  fait 
voir  la  véritable  cause  d’une  erreur  qui  s 'était  glissée  dans  la  première 
solution  de  Newton. 

Soit  donc  un  corps  pesant  et  homogène  , animé  d’une  vitesse  initiale  , 
dans  une  direction  qui  fait  un  angle  donné  avec  l'horizon  ( vitesse 
imprimée  de  manière  que  le  corps  n’a  aucun  mouvement  de  rotation 
autour  de  son  centre  d'inertie  ) , et  lancé  dans  un  milieu  résistant  sui- 
vant une  loi  quelconque  ; 11e  présupposant  d'abord  rien  sur  la  forme  . 
de  la  courbe  -décrite , les  équations  différentielles  du  mouvement  seront 


d'x 

dt‘ 

‘f'jy 

dt‘ 
S Z 

dl 1 


— r cos.  cl 
= — g — r cos. 
— — r cos.  y 


Observez  que  r est  ici  une  quantité 
linéaire  , puisqu’elle  résulte  de  la  divi- 
sion d'une  quantité  comparable  à un 
poids  par  une  masse. 


4 yy.  La  première  et  la  troisième  équation  donnent 
Z z=z  A x -4—  constante. 

Ainsi  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  horizontal  des  xz  est  une 
ligne  droite  : le  corps  se  meut  dans  un  plan  vertical  et  décrit  une 
courbe  plane  : les  équations 

<?  x d1  y - 

-JT  — ~ r cos’  * ’ ~TT  ~ — S ~ r cos'  £• 
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309. 

Un  projectile  , qu’on 
peut  supposer  de  forme 
sphérique  , étant  lancé 
avec  une  vitesse  finie 
dans  un  milieu  qui  ré- 
siste suivant  une  loi 
quelconque  , déterminer 
les  circonstances  de  son 
mouvement,  et  trouver. 

x et  z sont  deux  coordon- 
née» horizontales  ; y est  la 
coordonnée  verticale. 

a,  b et  y sont  les  angles 
formés  par  la  direction  du 
mouvement  et  par  les  axes 
des  x ,y  et  1 respectivement. 

r = le  poids  représentatif 
de  la  résistance  du  milieu  à 
un  instant  quelconque  divisé 
par  la  masse  du  mobile. 

u = la  vitesse  au  bout  du 
temps  t. 

q ■=.  la  force  accélératrice 
de  !a  pesanteur. 

t.*  Les  équations  diffé- 
rentielles de  ce  mouve- 
ment; 

20t. 

Un  projectile  lancé 
avec  une  vitesse  initiale 
dans  un  milieu  résistant 
suivant  une  loi  quelcon- 
que, y décrira  une  courbe 
plane. 
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408.  Ces  équations  conduisent  aux  suivantes: 
(£ï-)  / [ , ■+■  é — /] 

J_ ‘ <lx'  ' 1 ‘ dx  ' 1 * 


U — V\ 


«(■  * <-%n 

77 


Jx‘ 


au  moyen  desquelles , si  l’on  connaissait  la  courbe  décrite , on  en  dé- 
duirait la  résistance  r du  milieu  * *. 


499.  La  résistance  étant,  pour  une  densité  donnée,  supposée  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse  , on  a 


— mku  = 


*«*[•  - n 

Sjr 

Jx‘ 


* L'erreur  de  Newton,  dont  J’ai  parlé  art.  496,  consiste  en  ce  que  la  valeur  de  la 
résistance  qui  se  déduit  de  sa  solution,  écrite  avec  la  notation  que  j’emploie  ici,  aurait  au 

d*  y d*  y 

dénominateur  3 (—rr)>  »u  lieu  de 

d X d X 


**  On  parvient  aisément  i ces  équations  en  éliminant  le  temps  des  équations  différen- 
tielles de  (article  précédent.  Lagrangt  a employé  cette  méthode  conjointement  avec  une 
autre  , dans  laquelle  il  s’est  servi  de  formules  analytiques  que  je  vais  rapporter,  parce  qu’on 
peut  en  tirer  un  parti  utile  pour  la  solution  de  plusieurs  problèmes. 

Soient  les  équations 


* — f (*)  > y ~ff(t), 

qui  ont  lieu  en  même  temps.  Ces  équations  supposent  entre  * et_y  une  relation  * = V (y) S 
et  au  moyen  des  fonctions  dérivées  def(t)  et  ff  ( t)  , on  a les  fonctions  dérivées  de  f (y) 
par  Us  équations  suivantes: 


( x)  — 

»"  (*)  = 

<>-(*)  = 

&c.  &c. 


ffto 

ro 

fi‘(> ) 
WOY 
rrc ) 
\.}‘i>JŸ 


f“  (')-ff'  (0 

i no  i* 

ira'.rrfo 

U'CJY 


iirrov-fft') 

W ('JY 


rft).ff(t) 

WdŸ 
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3-e  PARTIE,  2.e  SECTION.  HYDRODYNAMIQUE. 


NOTATION. 


DEFINITIONS. 


TH  EORÈMES. 


PROBLEMES. 


2. 9 Le  rapport  entre  la 
résistance  du  milieu  et 
la  pesanteur , nécessaire 
pour  que  le  corps  par- 
coure une  courbe  don- 
née; 

3.*  L’expression  gé- 
nérale de  la  vitesse; 


LU  2 
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valeur  qui , substituée  dans  la]  première  équation  de  l’article  précédent, 

donne 


km  — 


Æ; 


qui  servira  à déterminer  la  densité  k,  nécessaire  pour  que  le  mobile 
parcoure  une  courbe  donnée. 


^00.  Il  est  aisé  de  déduire  de  l’équation  précédente,  la  forme  la 
plus  simple  sous  laquelle  on  puisse  mettre  l’équation  différentielle  de  la 
courbe,  lorsque  la  résistance  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse, 
et  que  la  densité  est  constante.  Cette  forme  est  la  suivante  : 


S 


A est  la  hauteur  due  à la  vitesse  avec  laquelle  la  résistance  au  mouve- 
ment du  corps  serait  égale  au  poids  de  ce  corps  ; c’est  une  quantité  que 
l’expérience  seule  peut  donner.  Quant  à la  constante  A,  c’est  la  valeur 

S 

initiale  de  -2-  ( lorsque  s = o , eA  i et  = A ).  Or  , on 

d*  * d*  ' 

déduit  des  équations  du  mouvement , 

d1  y — gdt' 

dx ‘ dx' 

est  en  général  la  vitesse  horizontale  ; et  au  premier  instant , sa 

d'y 

valeur  = V cos.  6.  On  a donc  pour  ce  premier  instant  - ^m--  = A = 


— a 

V cos.1  e — 


— i 

2 h cos.*  9 


: ce  qui  change  l’équation  précédente  en 


*y  

dx‘ 


t 

x 

t 

2 h cos.1  9 ' 


501.  Les  analystes  se  sont  exercés  à chercher  des  intégrales  plus 
ou  moins  approchées  de  cette  équation.  La  formule  suivante  pourra  être 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

k = la  densité  constinte 
ou  variable. 

in  = une  constante  don- 
née par  l’erpérience. 

4.°  La  valeur  de  la 
densité  nécessaire  pour 
que  le  corps  parcoure 
une  courbe  donnée , 
lorsque  la  résistance  est 
proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse; 

mk  — — 1 — ; d’où  r — 
x A 

Mg 

5 .*  L'équation  diffé- 
rentielle de  la  courbe,  en 
conservant  l’hypothèse 
de  la  résistance  propor- 
tionnelle au  carré  de  la 

1 h A 

lorsque  u — a , donne  r = £. 

e = le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  = I* 

vitesse. 

9 = l’angle  initial  formé 
par  la  direction  du  mouve- 
ment et  par  le  plan  horizontal. 

h = Ii  hauteur  due  à la 
vitesse  initiale. 

310. 

Trouver  une  équation 
finie  de  la  courbe  dé- 
crite dans  l’air  par  un 
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utile  pour  calculer  les  points  de  la  courbe , lorsque  la  vitesse  initiale 
n’excédera  pas  60  ou  70  mètres  par  seconde  et  que  l’angle  6 sera  petit , 
cas  auquel  cos.  0 différera  peu  de  l’unité  ; 011  emploîra  seulement  les 
cinq  premiers  termes  de  la  série  qui  compose  le  second  membre , 


y = x tang.  8 — 


.1 


&c. 


4 A cos.’  8 
sin.  8 

4 a A’  co».4  9 
sin.  9 

a’  A’  cos.’  9 


1 2 a A cos.’  I 
I 


2 a1  A COS.4  8 

I 

2 a’  Acoi.‘  6 


8 a A*  cos.1  9 


502.  St  l’on  suppose  la  résistance  nulle,  on  aura  A 
l’équation  deviendra 

y = x tang.  0 — 
c’est  la  même  donnée  art.  1 1 4. 


= 00  , et 


4.  h cos.*  v 


j O 3.  La  vitesse  initiale  des  corps  lancés  par  les  bouches  à feu  , est 
quelquefois  de  6 ou  700  mètres  par  seconde;  et  la  formule  de  l’article 
5 o t devient  alors  peu  convergente  et  même  divergente  pour  les  valeurs 
de  x un  peu  considérables.  On  a , dans  ce  cas , pris  le  parti  de  sup- 
poser à la  densité  une  variation  qui , propre  à rendre  l’équation  diffé- 
rentielle traitable,  fût  cependant  renfermée  dans  des  limites  peu  étendues. 

Ainsi,  prenant  la  hauteur  A,  donnée  par  l’expérience,  pour  l'unité 
ou  le  terme  de  comparaison  de  toutes  les  autres  longueurs , et  supposant 


I 

A 


« • (-T-  >' 

•'[■h-  r£,  V 


cos.  9 

1 cos.  9 * 


A se  trouvera  effectivement  égal  à l’unité , 1 .°  au  point  de  départ  où 
— tang.  0 ; 2.0  au  point  le  plus  élevé  de  la  courbe  où  ——  — o ; 

3.0  au  point  de  la  branche  descendante  de  la  courbe  où  elle  fait  un 
angle  0 avec  l’horizon.  La  densité  variera  dans  les  autres  points  ; mais 
sa  plus  petite  valeur  sera  = V ( 1 — tang.*  y!));  ce  qui  donne  des 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

globe  de  métal , appli- 
cable aux  vitesses  de  60 
ou  70  mètres  par  se- 
conde. 

311. 

Appliquer  la  solution 
du  problème  précèdent, 
au  cas  où  la  résistance 
est  nulle» 

3 ta. 

Résoudre  le  problème 
309,  cd  prenant , pour 
représenter  la  résistance, 
une  fonction  qui  varie 
dans  des  limites  peu  éten- 
dues, et  trouver. 
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anomalies  peu  sensibles  lorsque  6 n’excède  pas  j sr ; étendue  qui  comprend 

des  applications  très-nombreuses. 

Cela  posé,  on  déterminera  des  quantités  B et  c par  les  équations 


B = 


a/i  coi.1  ( 


tang.  6 H — tang.’  0, 


— c*  — I — c — B — o.; 

3 

et  on  aura  l’intégrale 

/ 1 ec'J  x z=z  log.  ( — - — ) — j log.  ( t r ‘ — r ) 

* ' ° 1 c — tang.  9 / 1 6 * ftang.9  ' 


Je  , r l c 

— arc  tang.  f ^ 


i « c / tang.  9 J r . 

■)  -+-  f arctan8-/ — — )■ 


On  calculera  ainsi  la  valeur  de  x correspondante  au  point  où  la  courbe 
fait  un  angle  donné  avec  l’horizon , qui  a p pour  tangente  ; et  cette 
valeur  de  x trouvée , on  aura  celle  de  y par  l’équation 


y — ex  = arc  tang.  ( - 


T* 


) 


, une.  9 ■+-  i c , 
arc  tang.  ( — - J, 


j 04.  En  faisant  dans  cette  équation  — — — p = o , on  a , en 

quantités  toutes  connues , la  plus  grande  élévation  du  mobile  , et  la 
distance  horizontale  de  l’origine  des  x au  point  de  plus  grande  élé- 
vation. Pour  trouver  ensuite  à quelle  distance  du  point  de  départ  il  se 
retrouve  dans  le  plan  horizontal  passant  par  ce  meme  point  de  départ, 
oupar  l’origine  des  x , il  faut  chercher  une  valeur  de  p qui , substituée 
dans  les  équations  de  l’article  précédent , donne  y = o ; et  c’est  à 
quoi  on  ne  parvient  que  par  une  espèce  de  tâtonnement.  Les  auteurs 
qui  se  sont  occupés  de  cette  matière , ont  imaginé  divers  procédés 
pour  abréger  les  opérations  ; ils  font  ordinairement  des  calculs  séparés 
pour  les  branches  ascendante  et  descendante  de  la  courbe , au  moyen 
de  formules  particulières  * : mais  ces  détails  ne  peuvent  pas  trouver 


* La  branche  ascendante  se  calcule  avec  une  exactitude  très-suffisante  par  les  formules 
de  l’article  J03  ; et  en  y joignant  les  formules  suivantes  pour  la  branche  descendante,  on 
aura , dans  tous  les  cas , autant  de  précision  que  la  nature  de  la  question  en  comporte. 
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NOTATION. 

DEFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

» = la  demi  - circonfé- 
rence qui  i le  rayon  pour 
unicc. 

m = V {—c‘  h — — ) 

4 « ' 

P = ~77’ 

1. °  Une  équation  qui' 
donne  la  relation  entre! 
l'abscisse  horizontale  et 
l’angle  que  fait  la  courbe 
avec  l’horizon; 

2. "  Une  équation  qui 
donne  la  relation  entre 
les  deux  coordonnées  , 
horizontale  et  verticale, 
et  l’angle  que  fait  la 
courbe  avec  l'horizon  ; 

3.0  La  plus  grande 
élévation  du  mobile,  et 
la  distance  horizontale 
de  ion  point  de  départ  à 
son  point  de  plus  grande 
élévation. 

Minm 
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place  ici.  Il  me  suffit  d’avoir  présenté  tous  ceux  qui  peuvent  donner  une 

idée  précise  de  la  question  et  des  méthodes  employées  pour  la  résoudre. 


La  hauteur  due  à la  vitesse  au  sommet  étant  désignée  par  h',  et  t U demi -circonférence 
dont  le  rayon  = i , on  a 

A coi.1  9 


A 1 = 


A COS.'  { f —IL! log.  ung_  ( H i ij  ] 

cos,  $ 4 


Prenant  donc  le  sommet  pour  origine  de  la  trajectoire,  on  aura  le  cas  des  formules  générales 

dans  lequel  9 — O,  et  la  vitesse  initiale  = / ( Z g h' ) ; changeant  les  signes  de  —~— 

et  de  y , afin  que  ces  quantités  soient  positives,  on  conservera  pour  la  détermination  de  la 
densité,  l'hypothèse  de 


x( 


J X 


qui  donnera  à = I au  point  de  départ  et  à un  autre  point  correspondant  à une  valeur 

y 

arbitraire  de  — . II  est  assez  convenable  de  prendre  pour  ce  dernier  point,  celui  où 

j ..  f _i_  « 

= i ou  i = — i V ( 2 ) = 0,4.14.21 36.  Au 


1 ; ce  qui  donne : 

Jx  '/('■) 

reste , on  peut  faire  varier  sensiblement  cette  valeur  de  , sans  que  les  résultats  en 

a x * 

souffrent  beaucoup. 

Cela  posé,  après  avoir  trouvé  îa  valeur  de  h‘  par  la  formule  précédente,  on  calculera  c 
m 4 A ci  P par  les  équations , 


2 y 


le1  H-  -=  rn\ 


à? 


tang.  4 = 


A T C _ </i 

j tang.  A = , tang.  P rr  — 


— 7 c 


et  on  aura  pour  déterminer  tous  les  points  de  la  branche  descendante,  en  plaçant  l’ori- 
gine des  coordonnées  au  sommet , 

. . . T sin.  AL  -t - P)  ~\  -J-r 

('  +c  ,)  * = log.  [ s,„a  _ Jj  ]+~  (A  + P) 

y — — * * *“  (A  -*•  p). 

On  observera  que  lorsque  1 = o , on  a ==  o,  et  pu  conséquent  A — — P ; 
ce  qui  donner  = o , ainsi  que  cela  doit  être. 
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DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

4 

. 

t 

j 

1 

M m m 1 
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505.  Je  terminerai  cette  troisième  partie  par  i'analyse  de  la  théorie 
et  ie  tableau  des  formules  qui  se  rapportent  au  mouvement  vibratoire 
de  l’air  et  à la  propagation  du  son.  Cette  matière , qui  a exercé  les 
plus  grands  géomètres  , présente  une  foule  de  questions  intéressantes , 
tant  par  les  méthodes  qu’on  a employées  pour  les  résoudre,  que  par 
les  explications  que  leurs  solutions  ont  données  de  plusieurs  phénomènes 
importans  de  la  physique  du  son. 

Qu’on  se  rappelle  les  art.  403  et  404 , où  un  fluide  incompressible 
est  supposé  se  mouvoir  dans  un  tube  d’amplitude  constante  ; substituons 
de  l’air  à ce  liquide,  et  que  de  plus  la  directrice  de  ce  tube  soit  une 
courbe  ayant  tous  ses  points  situés  dans  un  plan  horizontal. 

Les  formules  ( 1 ) de  l’art.  40 1 donneront , dans  le  cas  dont  il  s’agit , 
en  observant  que , vu  l’horizontalité  du  tube  , les  puissances  sollicitantes 
sont  nulles , 


/JülL.) 

< dt  ! 


La  température  est  supposée 
invariable,  soit  dans  l’étendue 
du  tube  , soit  dans  les  instant 
successifs  du  mouvement. 


En  substituant,  dans  la  seconde  équation  , pour  p sa  valeur  a k , et 

observant  que  S' k , S^p  et  V sont  indépendantes  du  temps  , et  ne  se 
rapportent  qu’à  l’état  simultanée  de  deux  molécules  infiniment  voisines , 
cette  équation  devient , 


dt 


Tk(-jr)  -+‘  ~i:  — 


dt 


dt 


dt 

~dt 


dh 


qui,  avec  la  première  développée,  V ( ) 
conduit  à l’équation  unique , 


. , d*  x , dk  . 
k(^7)+(~)  = °> 


dt 


, g a . * d*v  . y dv  u > d k . . d%  . /d*  * * ,<?  * » 


506.  On  peut  déduire  l’équation  du  mouvement  des  formules  (2) 
de  l’art.  40 1 , déduites  de  la  considération  de  l’état  initial  du  fluide.  Ces 
dernières  donnent , en  observant  que  l’horizontalité  du  tube  rend  nulles 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

s — (a  longueur  du  tube 
depuis  un  point  fixe  de  ce 
tube  jusqu’à  un  point  va- 
riable, où  se  trouve  une 
molécule  d’air  au  bout  du 
temps  f. 

a = la  vitesse  de  cette 
molécule  au  bout  du  temps  t, 
k etp  sont  respectivement 
sa  densité  et  sa  pression  au 
bout  du  même  temps  r. 

a — l'amplitude  constante 
du  tube. 

3 * 3- 

Trouver  l'équation  du 
mouvement  de  l’air  dans 
un  tubed'ampiitude  cons- 
tante, dont  la  directrice  a 
tous  ses  points  dans  un 
plan  horizontal,  en  sup- 
posant que  la  température 
est  invariable,  soit  dans 
l’étendue  du  tube , soit 
dans  les  différons  instans 
du  mouvement. 

t.0  En  partant  des  for- 
mules (1)  de  l’art,  401  ; 

b =s  une  densité  donnée 
correspondante  à une  pres- 
sion donnée  a.  On  a 
p : A ; : a : A y 

d’où 

P = -J-  k. 

2.“  En  partant  des  for- 
mules (2)  de  l’art.  401  , 
déduites  de  la  considéra- 
tion de  l’état  initial  du 

fluide. 
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tes  puissances  sollicitantes , 


gt  K 


= K, 


. y d'  S | 


On  a , i .*  les  différentielles,  par  «T  , indépendantes  de  t ; 2.0  k , p et  s , 
fonctions  de  S et  de  t ; 3.0  K,  fonction  de  J-  seule,  et  on  parvient  à 
l’équation  finale , 


gai  K . ds  , 

b K l S ‘ di  ' 
qui  , lorsque  t = o , 


d't 


' ^ c*  / 


b 1 dS‘ 
doit  donner  s 


S 

TT 


-r(£r)  = 


O, 


d s 


— s-  (Tr)  = '^k  = K- 


et  dont  l’intégrale  doit  renfermer  deux  fonctions  arbitraires , au  moyen 
desquelles  tant  le  lieu  que  le  mouvement  d’une  molécule  quelconque  se 
détermineront , pour  un  instant  donné. 


507.  Les  applications  à faire  de  l’équation  précédente,  se  rapportent 
particulièrement  à un  cas  qui  en  rend  l’intégration  facile  , celui  où  chaque 
molécule  ne  s’éloigne  que  très -peu  de  sa  position  initiale  , quelle  que  soit 
la  valeur  du  temps  t. 

Observant  que  dans  ce  cas  ( -~r  ) est  une  très-petite  quantité , on 


o l’équation 

gai  K g a / <t  4-  ) , / <?  4_  1 

b Kl  S b ' dS‘  ' < dt‘  ' 


O , 


qui  a pour  intégrale  complète, 

+ = J[l  S.  log  f-^J)  h-  \f[S  ■+•  tï(~g)]+fflS  - *'(^-)s]  j„. 

Le  multiplicateur  a,  , étranger  à l’intégration,  n’étant  introduit  dans 
la  valeur  de  4*  que  d’après  la  supposition  que  4"  doit  être  une  petite 
quantité. 


508.  Observant  que  s = J1  — 4'>  cette  équation  donne  les 
deux  suivantes  : 


(■—)  = « ■+■  log-  + tV  (±.s}^ff[S-tV(±-g)  ] ] « 
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NOTATION. 


J*—  la  distance  d'un  point 
fixe  du  tube  à un  autre  point 
du  meme  tube  , où  se  trouve 
une  molécule  d’air , à l'ins- 
tant où  on  compte  zéro  temps. 

1 = la  distance  du  meme 
point  fixe  au  point  où  se 
trouve  la  même  molécule 
d’air  au  bout  du  temps  r. 

K = la  densité  de  cette 
molécule  lorsqu’on  compte 
zéro  temps. 

k t p , u , a et  b ont  la 
meme  signification  qu’à  l’ar- 
ticle précédent. 


■J  = la  distance  où  une  mo- 
lécule quelconque  se  trouve 
de  sa  position  initiale  au  bout 
du  temps  f. 

B = la  densité  qui  a lieu 
dans  l’état  d’équilibre. 

f et  ff  sont  des  signes  de 
fonction  arbitraire. 

a est  une  quantité  très-pe- 
tite et  indéterminée. 


f et  ff*  désignent  les 
fonctions  primes  de/  et  ff, 
suivant  la  notation  de  La- 
grange. 


DÉFINITIONS.  THÉORÈMES. 


PROBLEMES. 


S'- 
introduire dans  la  so- 
lution précédente  , 1: 
condition  que  chaque  mo- 
lécule est,  à une  époque 
quelconque,  peu  éloignée 
de  sa  position  initiale. 
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dont  la  première  fait  connaître  pour  un  temps  quelconque  la  densité 

A* 

de  la  molécule  placée  à 1 extrémité  de  s , densité  = — = k, 

(—) 

( k étant  ainsi  déterminé , on  en  déduit  la  pression  p = --  k ) , et 
dont  la  seconde  donne  la  vûesse  de  la  meme  molécule  — V — ( — - J. 

1 dt  ' 

L’expression ^ peut , en  observant  que  ( — — ) diffère  peu 

# u J I u J 

‘ JS  ' 

de  l’unité,  et  supposant  ( J ) = 1 -H  u,  être  considérée  comme 

égale  kK(  1 — u),  les  quantités  a>*,  ad,  & c.  des  ordres  supérieurs 
pouvant  être  négligées  ; on  a donc  k = K ( 1 — u ) , ou 

A = « - 10g.  é-§-;  -{/■[  s +,v  ( ( ^L;]  j«. 

509.  Ainsi  , tous  les  phénomènes  du  mouvement  sont  représentés 
par  les  équations, 

.k  = ft  - log.f-J-;  - \f‘[S  -h  tY(^j-)}  +ff[S-  tV(lL-)  ] j Ja-J|AT 

.F=iA=j[T-T'0«- 

\f‘[S + tï(-!f)]  - ff[S  - tY(l±-)]  |« 

4=(/[j-Ht/rJ7-n  +//[-*■-  j*  +fi*s i**.  {-§-)]. 

510.  Voici  comment  on  détermine  k , p,  V et  ^ pour  une  molé- 
cule quelconque.  Dans  l’état  d’équilibre , la  densité  de  cette  molécule 

est  égaie  à B , sa  pression  à — B , et  son  mouvement  est  zéro.  Une 

cause  quelconque  trouble  cet  état  d’équilibre  ; et  il  résulte  de  l’action  de 
cette  cause  , la  distance  de  la  molécule  à un  point  fixe  du  tube  étant  J au 
moment  où  cette  action  a lieu , 1 .°  que  sa  densité  B devient  K , et  que  sa 

pression-^-  B se  change  en  ; z.°  quelle  acquiert  une  vitesse  U. 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

T H ÉO  R ÈM  ES. 

PROBLÈMES. 

3 • Ç- 

Donner  toutes  les  équa- 
tions qui  représentent  les 
phénomènes  du  mouve- 
ment. 

3 16. 

Construire  les  équa- 
tions qui  représentent  les  * 
phénomènes  du  mouve- 
ment , soit  pour  l’état 
initial  , soit  pour  un 
instant  quelconque. 

N nn 
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Cette  cause  qui  trouble  l'équilibre , produit  son  effet  lorsqu’on 
compte  zéro  temps.  On  a donc  alors  v — U ; et  comme  au  bout  du 
temps  /,  S devient  S -I-  > à l’instant  où  la  cause  agit,  4-  = o.  D’après 

cela , les  quatre  équations  de  l’article  précédent , appliquées  à l’état 
initial  de  l’air , celui  qu’il  prend  à l’instant  où  son  équilibre  vient  d’être 
troublé  et  où  on  compte  t z=.  o , deviennent 


(O- 

(*)• 

(3)- 

U)- 


. o = log.  (~J  -4- 

.p  = 4-  { 1 — log-^ 


if  (S) 

4 -)-[f(S) 


ff'(S)}* 

■ff(S)]*\JC 


U=  (-f~f‘[f(S)  ff  (S)  ] et 


.o  = [f(s)  -+-  ff  (S)  ] <*.  +/[jvj’iog.r4;]. 

La  première , qui  est  la  différentielle  de  la  quatrième , par  rapport  à J1, 
combinée  avec  la  troisième,  donne 

*/'  (S)  = i\uV( -±~)  — 


Maintenant,  comme  l’état  initial  doit  toujours  être  donné  , on  connaît 
les  valeurs  de  À'  et  de  U , correspondantes  à une  valeur  quelconque 
de  J.  On  peut  donc  construire  deux  courbes , dont  J"  serait  l’abscisse 


K 


commune,  ayant  UV  (~^)  et  l°g-  ( —jf)  Pour  ordonnées  correspon- 


dantes. Par  les  demi-différences  ou  les  demi- sommes  de  ces  ordonnées, 
on  construira  deux  autres  courbes  qui  auront  ouf  (S)  et  <nff  (S)  pour 
ordonnées  correspondantes  à la  même  abscisse  S;  enfin,  les  aires  de  ces 

K 

deux  dernières  courbes  et  de  celle  qui  est  le  lieu  des  log.  (—£•)>  donneront 

les  valeurs  de  *.f( S),  u.ff(S)  et  J[  «A  J log.  (~^~  )]>  pour  une  valeur 
quelconque  de  S. 

5 I i.  Ainsi  les  deux  courbes  qui  sont  les  lieux  des  UV (——)  et 

K 

des  log.  (—  ),  dont  l’une  peut  être  appelée  Y échelle  des  vitesses  et  l’autre 
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Y échelle  des  densités,  étant  construites , on  en  déduit  toutes  les  quantités  qui 
composent  les  équations  ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , (4)  de  l’article  précédent , relatives  à 
l’état  initial.  Prenant  ensuite  sur  les  axes  des  abscisses  des  deux  courbes  qui 

donnent  <*./'  (S)  et  a.f f' (S)  des  valeurs  S — tV  y et  S-t- 1 V (*j) , les 
ordonnées  correspondantes  sont  a.f  ( S — tV*--  ) et  a-f  (S  -t-  t Y -y-  ) ! 

*ff(S  — tV  —j—  ) et  <nff  (S  -f-  / Y -y )■  Les  quadratures  donnent 

ensuite  les  fonctions  primitives  dont  celles-ci  sont  les  dérivées  ; au  moyen 
de  quoi  tout  est  déterminé  dans  les  équations  de  l’art,  jop  ou  dans 
les  suivantes  : 

4 d,\o%.~  -+■  *f(S  -t-  té  — ) -t-  aff(S  - tV  j 

( -JJ")  — 1 *♦*  mf‘ (S  *ff‘ (S  — ~ 

» = (-£)  = « rts 

en  y réunissant  l’équation  k = . 

^ JS  ^ 

On  aura  ainsi  les  phénomènes  de  la  propagation  du  son  pour  un 
instant  quelconque , en  ne  considérant  néanmoins,  dans  le  mouvement 
des  particules  de  l’air , qu’une  seule  dimension  ; mais  cette  considération 
suffit  dans  beaucoup  de  cas , ceux  particulièrement  qui  se  rapportent 
à un  très-grand  nombre  d’instrumens  acoustiques.  Une  analyse  tout-à- 
fait  semblable , donne  la  solution  du  problème  de  la  corde  vibrante 
dont  nous  parlerons  dans  la  suite.  Les  applications  détaillées  des  for- 
mules précédentes , seraient  extrêmement  curieuses  ; mais  la  nature  et  les 
bornes  de  cet  ouvrage  m’obligent  de  les  supprimer. 

512.  Considérons  maintenant  la  propagation  du  son  dans  le  cas 
de  trois  dimensions , qui  est  toujours  celui  de  la  nature  ; car  on  ne  fait 
abstraction  d'une  ou  deux  dimensions  que  pour  simplifier  le  calcul,  et 
lorsque  ces  dimensions  sont  assez  petites  par  rapport  à celle  qu’on  con- 
sidère , pour  que  les  termes  qui  en  doivent  être  affectés  n’aient  pas  une 
influence  sensible  sur  les  résultats. 
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NOTATION. 

j DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PROBLÈMES. 

3'7‘ 

Déterminer  les  phéno- 
mènes de  la  propagation 
dn  son  dans  le  cas  de  la 
nature  , celui  où  la  pro- 
pagation se  (àù  en  tout 
sens. 
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Les  équations  du  mouvement  qui  se  rapportent  à ce  cas  , peuvent 
aisément  se  déduire  des  équations  générales  du  mouvement  des  fluides: 
mais  je  vais , pour  plus  de  facilité  , indiquer  rapidement  la  marche  de 
l’analyse  au  moyen  de  laquelle  on  les  obtiendrait  directement. 

Une  molécule  d’air  en  équilibre  a pour  coordonnées  d’un  de  ses 
points  X , Y et  Z;  la  force  élastique,  à ce  point,  est  mesurée  par  la 
hauteur  d’une  colonne  d’air  — h , la  densité  de  cette  colonne  étant 
celle  qui  a lieu  au  point  dont  il  s’agit. 

La  position  d’un  point  infiniment  voisin  de  celui  dont  il  s’agit , est 
déterminée  par  les  incrémens  dX , dY  et  d Z dont  les  rapports  peuvent 
être  quelconques. 

L’équilibre  de  la  masse  d’air  étant  troublé  , les  deux  points  dont  les 
coordonnées  respectives  sont  X , Y,  Z et  X -4-  dX , Y -H  dY, 

Z -4-  d Z , changent  de  position  , et  on  suppose  que  leurs  coordonnées 

deviennent  respectivement,  au  bout  du  temps  t , x , y , j et  x -4-  dx , 
y -4-  dy , 1 -4-  di . Ces  six  dernières  coordonnées  sont  fonctions  des 
six  premières  et  du  temps.  Si  l’on  considère  les  valeurs  X , Y,  Z 
et  X -+*  dX , Y dY , Z -4-  d Z comme  contemporaines  , et  qu’au 
bout  d'un  temps  / , écoulé  depuis  que  ces  valeurs  ont  eu  lieu , on  consi- 
dère x , y , 1 et  x -4-  dx , y -+-  dy , z -+-  di  également  comme 
contemporaines , on  aura  les  relations , 

dx  = LdX  -+-  Md  Y -4-  NdZ 

dy  = PdX  -4-  Q d Y -4-  R dZ 

dZ  = Sd  AT  H-  T dY  -4-  V d Z. 

Les  coèfficiens  L,  M,  & c.,  peuvent  ne  pas  contenir  x,  y,  parce 
que  ces  variables  ont  une  relation  donnée  avec  X,  L et  Z,  au  moyen 
de  laquelle  on  peut  les  éliminer  des  seconds  membres  ; mais  ils  doivent 
contenir  le  temps  t , sans  cependant  avoir  de  termes  de  la  forme  K dt, 
parce  que  les  positions  respectives  des  deux  points  sont  considérées 
comme  contemporaines , soit  au  commencement , soit  à la  fin  de  t , et 
qu’on  a*  = fonction  finie  de  X,  Y,  Z et  de  t,  & c.  ; X -+-  dx  — fonction 
finie  de  X —4—  d X , Y —4-  d Y , Z —4—  d Z , et  de  t , &c.  &c.;  la 
différentielle  dt  n’entre  pour  rien  dans  les  relations  d’après  lesquelles 
les  équations  ci-dessus  sont  établies. 
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Imaginons,  dans  l’état  d’équilibre  de  l’air,  une  pyramide  infiniment 
petite,  dont  trois  arêtes  soient  respectivement  parallèles  aux  x , y et  j / 
le  sommet  de  l’angle  solide  formé  par  ces  trois  arêtes  étant  le  point  qui 
a X , Y et  Z pour  coordonnées.  Soient  a. , /3  et  y les  longueurs  respec- 
tives de  ces  arêtes  parallèles  aux  x,  y et  3.  La  solidité  de  cette  pyra- 
mide = £ et  /3  y ; et  lorsque  l’état  d’équilibre  aura  été  troublé  , cette 
solidité  deviendra , 

!*/3y  j S{NQ  — MR)  T(LR  — N P)  -+-  V(L  Q — MP)  j. 
La  densité  qui  était  ===  i dans  l’état  primitif,  sera  dans  l’état  troublé, 

i 

S(NQ  — MR)  -t-  T(LR  - N P)  -t-  Y ( L Q - MpT’ 
et  si , dans  l’état  troublé  , on  mesure  la  densité  par  la  hauteur  FI  d’une 
colonne  d’air , cette  colonne  ayant  une  densité  égale  à celle  de  l’air 
considéré  dans  l’état  d'équilibre , on  a , 

n = S(NQ  — MR)  ■+■  T(LR  — N P)  ■+■  V(LQ  — MP)  f 
11  est  donc  fonction  de  X , Y,  Z et  de  t;  c'est-à-dire  qu’on  a, 
dU  = EdX  FdY  -+-  GdZ, 
en  prenant  n pour  une  valeur  déterminée  de  t,  qu’on  ne  fait  par 
conséquent  point  varier  dans  L,  M , & c. 


5 I 3.  Ces  préliminaires  posés , on  parvient  aux  équations  générales 
du  mouvement  par  des  procédés  semblables  à ceux  indiqués  au  commen- 
cement de  cette  section  ; mais  comme  il  s’agit  ici  du  cas  où  les  molécules 
s’écartent  peu  de  leurs  positions  initiales  , on  suppose 

x — X — p , y — Y — q,  1 — Z — r 
p,  q , r étant  des  quantités  extrêmement  petites , et  on  obtient  les  trois 
équations 


Sh 


/ ddP  \ 
( dt%  ' 


« / dd<l  1 

ah  l ' 


g* 


gh 


dt‘ 
f dtx  ' 


, ddP  > 
‘ dX‘  ' 

(JLLl  ) 

' dYx  ' 

(—) 
' dZx  ' 


1 dXdY  ' 
I 


1 dXdY  ' 
1 dZdY  ' 


ddr 

dXdZ 

dd  r 

d YdZ 

ddp 

dZdX 


) 

) 

). 
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NOTATION. 

DÉFINITIONS. 

THÉORÈMES. 

PR  OBLEMES. 

a,  /}  et  y lont,  dans  l'état 
d'équilibre,  les  valeurs  des 
«êtes  d’une  pyramide  infini- 
ment petite,  dont  X,  Y et  Z 
déterminent  la  position  ; a 
étant  parallèle  aux  Xjfi  aux  y 
et  y aux  ç. 

n = la  densité  , au  bout 
du  temps  t,  de  la  molécule 
d’air  qui , dans  l’état  d'équi- 
libre, avait  X , K et  Z pour 
coordonnées. 

/ 

» 

p,  q et  r sont  les  espaces 
supposés  très-petits  que  la 
molécule  parcourt , pendant 
le  temps  t , parallèlement  aux 
x,  y et  ç,  à compter  de  la 
position  déterminée  par  les 
coordonnées  X , Y et  Z. 

31b. 

Introduire  dans  le  pro- 
blème précédent , I*  con- 
dition que  les  molécules 
d*air  agitées  s’éloignent 
très-peu  de  leur  position 

initiale. 

O 00 
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474 

514.  Soit 


( -jjr-)  -+*  (-j’ÿ-)  H-  ( ~dd'z—)  = “ • • • (K)l 


dt 


les  équations  précédentes  deviendront 


ddp 


d du 


d t 

<Q>  = ( 


du  \ j»  v 1 / dyq  d d u j 

):  dou-rrC-7^nr)  = ( -jyrAu-j. 


d Y 


-(-£•)  = (-£-);  d’où 


gh 

1 


dt'dY 

(r&r)  = (~)\ 


g h « dt'  ' — ' dZ'’ g h 1 ~dtrdZ~  / — I ~dZ'  , 

Mais  si  ion  différencie  deux  fois  l’équation  ( K)  par  rapport  à t,  on  aura  , 


</> 


,_ddu_)  . 

< d t'  ' — » dt'dX 


J 


) 

< dt'dY  '• 


( 


d'  ; 


dt'  dZ 


-)J 


donc  (—jt,  ) = la  somme  des  premiers  membres  de  l’équation  ( L) 

divisée  par  et  Par  conséquent  la  somme  des  seconds  membres 

multipliée  par  g h ; ce  qui  donne, 

5'5-  - 


f ddu  , / d du  , 

' dt'  ' — ' "7ÂF* ' 


.ddu  . 

‘ dYx  ' 


r—). 

' dZ'  ' 


$l6.  Le  plan  des  XY  étant  supposé  horizontal,  si  l’on  suppose 
que  toutes  les  molécules  d’air  agitées  sont  renfermées  entre  deux  plans 
horizontaux  infiniment  près  l’un  de  l’autre,  l’équation  précédente  se 
réduira  à , 

, ddu  ) / ddu  , _ / ddu  , 

g h ( dt'  ' ' dX%  ' ~ ' dY'  ‘ 

c’est  celle  dont  on  a donné  l’intégrale  art.  35)8. 

517.  Dans  l’hypothèse  où,  en  conservant  les  trois  dimensions  , 
l’ébranlement  initial  serait  renfermé  dans  un  petit  espace  d’où  il  se 
répandrait  ensuite  en  tous  sens , si  l’on  pose, 

P = Xs  ; q — Ys ; t — Zs;  s ~ -dL 

A 

on  parvient  à l’équation , aux  différences  partielles,  du  second  ordre. 


1 / ddp  1 — 

g h < dt'  J 


R' 


— (—) 
R ' dR  ' 


(dd*  ) 

( d R'  ' * 
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NOTATION. 


" ~ (Tx)  ■+■  ^ > 

g = la  force  accélératrice 
de  la’pesanteur. 


DÉFINITIONS. 


THÉO»  ÊMES. 


PROBLEMES. 


3 «9- 

Réduire  à une  équa- 
tion unique  , les  trois 
équations  qui  résolvent 
le  problème  précédent. 


J20. 

Appliquer  la  solution 
du  meme  problème,  au 
cas  où  l’on  ne  considère 
que  deux  dimensions 
dans  la  propagation  du 


R=V  (T  -t-  Y'-*- Z1) 
= la  distance  , à l’origine 
fixe , de  la  molécule  dans 
l’état  d’équilibre.  L’origine 
des  X , K et  Z est  au  centre 
du  petit  espace  où  l’ébranle- 
ment initial  a eu  lieu. 

J>  = v (P*  -+■  ?*  *►  T%) 
= la  distance  de  la  molécule , 
lorsque  le  temps  r est  écouté , 
au  point  où  cette  molécule 


3ar. 

Résoudre  le  même  pro- 
blème , dans  le  cas  où 
l’ébranlement  initial  est 
renfermé  dans  un  petit 
espace,  d’où  il  te  ré- 
pand ensuite  en  tous  sens. 


O 00  x 
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ayant  pour  résolution  générale,  semblable  à celle  du  cas  où  on  ne  suppose 

à l’air  qu’une  seule  dimension t ' • 

• « • 

s>  = +.jŸTs*)]  - *Vuh)\ 

H_  _*_,[,[*  — -tVigfi)]  — 4 +'■[*  — t^(gh)}, 

et  on  a les  valeurs  • , 

P = 4-?;  * = Tf;  r = Hr*-  . 

On  a ensuite  pour  calculer  la  vitesse  , 

'Vuvv  ' 

^18.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  qu’une  couche  sphérique  dont  le 
rayon  — R , demeure  en  repos  jusqu’à  ce  que  l’expression  R — t (gh) 
ait  acquis  une  valeur  très-petite,  ou  moindre  que  le  rayon  de  la  petite 
sphère  dans  laquelle  l’ébranlement  initial  a eu  lieu. 

Calculant  la  vitesse  de  la  propagation  du  son  par  la 

jR  * *,  •*. 

formule  t = ' 2g h ' ^ans  ^hypothèse  041  *u  pesanteur  spécifique  de 

l’air  serait , à une  température  moyenne , =1  o,oo  1123,  ou  = g-rr  ( la 
densité  de  l’eau  est  prise  pour  terme  de  comparaison) , on  trouve  288 
mètres,  à-peu-près  , pour.  l’espace  parcouru  par  le  son,  dans  une 
seconde  sexagésimale  de  temps  ; l’expérience  a donné  338  mètres  : 
ainsi  le  résultat  déduit  de  la  théorie , est  trop  foible  de  plus  d’un  sixième. 

* * * * 

Fin  de  la  troisième  Partie. 


r068ii  * : • \.; 
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3«  PARTIE,  2.e  SECTION.  HYDRODYNAMIQUE.  477 


NOTATION. 


DEFINITIONS. 


était  placée  dans  l'état  d'é- 
quilibre. 

s = une  fonction  du  temps  r 
et  de  R , laquelle  fonction 
est  la  valeur  commune  de 
P 1 ' J> 

T ’ T' ~z  «T1  un" 

p ex.  r sont  supposées  avoir 
entre  elles  le  meme  rapport 
que  Xi  V et  Z,  c’est-à-dire 
que  la  molécule  ébranlée  est 
censée  se  mouvoir  dans  la 
direction  du  rayon  R , qui 
joint  le  point  où  elle  se  trou- 
vait, avant  l’ébranlement,  à 
l’origine  fixe  des  X , Y et  Z. 

t et  4 sont  des  signet  de 
fonctions , dont  f'  et  4 sont 
les  fonctions  dérivées. 


THEOREMES. 


Une  couche  sphérique 
d’air  dont  le  rayon  ==  R , 
demeure  en  repos  jusqu’à 
[ce  que  l’expression  R — 
tY(gh)  ait  acquit  une 
valeur  très  - petite  , ou 
moindre  que  le  rayon  de 
la  petite  sphère  dans  la- 
quelle l’ébranlement  ini- 
tial est  supposé  avoir  eu 
lieu. 

203. 

La  vitesse  du  son  cal- 
culée par  la  théorie , est 
de  288  mètres  par  se- 
conde , au-  lieu  de  338 
que  donne  l’expérience 


PROBLEMES. 
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ERRATA. 


Page  at,  thlorém  E i j , ligne  q : décomposer , lisez , décompose j. 

Page  £2,  lignes  15  et  LÛ  : deux  forces  égales  et  directement  opposées,  lisez  , quatre 
forces  , dont  deux  étaient , respectivement , égales  et  directement  opposées  aux  deux  autres. 
Page  £l8  , fin  de  la  ligne  -+-  V „ , liiez  , -+-  Vf. 

Page  70,  ligne  7 t * = i|t‘.  lisez , s = -tgr*> 

Idem  , ligne  17  t art.  lisez  , art.  10, 9. 

Page  Zi»  ligne  2 à compter  du  bas  : A1  e*  , lisez  , A'  t'. 

I - « «...  j,  1-*  , 


Page  00 . ligne  1 o à compter  du  bas'  : 


lisez,  V ( - 


1 - t ’ ' 4 - 1 

Page  07  , colonne  NOTATION  , vis-à-vis  l’art,  t 3 6 : p.  , q,  et  r,  sont,  respectivement, 
les  plus  courtes  distances  entre  la  direction  de  la  puissance  P,  et  les  axes  des  x ,y  et  il  en 
est  de  même  de  pu,  q„ , r„  par  rapport  à Pu  , &C. 

Page  1 ;6  , avant-dernière  ligne  : V équerre  et  V épure , lisez , V épure  et  l 'appareil. 

Page  146  , ligne  11  : cos.  x • lisez  , cot.  y. 

Idem  , ligne  i_j  : F sin.  a cos.  §_,  lisez  , F cos.  x sin.  4» 

Idem,  avant-dcrnicrc  ligne  : — 2.  Ex  B , lisez,  — 2 E'  F. 

Page  1 s 8 , ligne  6 à compter  du  Bas  : angle  fij  lisez  , angle  (f  — 

Page  17;,  colonne  NOTATION  , ligne  J : feront , lisez  , feraient. 

Page  178  , ligne  7 : èi  et  de  lisez  , fi  et  de  *, 

Pageiûfi,  ligne  2*  partir  du  bas  :p  — , lisez,  q =. 

Page  z 1 z , lignes  8 et  1 1 à partir  du  bas , mettez  K,  au  lieu  de  U. 

Page  a 1 fi  , lignes  7,2,  -JLQ  et  1 1 : changer  tout  les  signes  des  numérateurs. 

Idem,  dernière  ligne  : plan  ar  j,  lisez',  planj>£. 

Page  218  , ligne  2_^=  — , lisez  , = 

Page  230,  ligne  6 à partir  du  bas  : 227  et  lzjl  , lisez  , 128. 

Idem , ligne  lq  à partir  du  bas  : 1 26  , , lisez  , 127. 

Page  2T4,  ligne  6 : z„  — î,  ■+■  a , lisez  , 

Page  240  , lignes  7 et  LQ  : au  lieu  de  masse  de  forme  quelconque  , lisez  , partie. 

Idem  , ligne  1 1 , après  le  mot  cylindre , ajoutez  , par  rapport  à l'axe  duquel  cette  partie 
submergée  est  symétrique ■ 

Page  24 1 , colonne  NOTATION  , ligne  1.  : V , lisez,». 

Idem,  ligne  6 : intérieure,  lisez,  inferieure. 

Page  262  , dernière  ligne  l2  = circonférence  , lisez , fi  = arc.  tang.  — — — 1- 

a V -f-  y 

circonférence. 

Page  26;  , colonne  NOTATION,  ligne  2j  ajoutez  après  le  mot  cylindre  , les  mots, 
qui  forme  la  partie  submergée  du  corps. 

dp  dp 

Page  290  , ligne  c à partir  du  bas  : •»-—  , lisez  , — — . 

A k 

Page  294.,  ligne  2 à compter  du  bas  : , lisez  , j~5. 
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Page  296  , ligne  8 : avait  , liiez  , eut. 

P»ge  299  , colonne  NOTATION  , ligne  6 : r — , liiez,  9 — . 

Page  302,  ligne  11  à compter  du  bu,  mettez  ces  mou,  centre  le  mur , entre 
deux  virgules. 

Page  304.,  ligne  tt  t-jiA',  lisez,  jii,, 

Page  306  , lignes  8 et  9 : dépendent  de  , lisez,  sont  déduites  de. 
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